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Секция
МАТЕМАТИКА
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История математики как учебная дисциплина математических факульте-
тов университетов выступает, с одной стороны, как часть истории науки, тесно
связанная с философией, а с другой - как дисциплина, изучающая саму мате-
матику, рассматриваемую в историческом измерении. Место и роль истории
математики, как в обществе, так и в системе знаний, которыми должен овла-
деть квалифицированный специалист-математик, в полной мере характери-
зуют слова отечественного математика В. В. Бобынина: "Так как математика
ранее других наук возвысилась на степень науки в настоящем смысле этого
слова и затем сделалась дедуктивною, то история её развития может быть
по справедливости названа частью истории чистого мышления или истории
развития человеческого духа". В истории математики, наряду с общими во-
просами (хронология и периодизация развития науки и т.д.), особое внимание
уделяется истории основных разделов математики, включённых в учебные
планы. А именно: математического анализа, алгебры, геометрии, теории веро-
ятностей, функционального анализа и др. Данная статья посвящена вопросам
развития теории чисел. Известно, что теория чисел изучает свойства целых,
рациональных и алгебраических чисел, а также свойства любых других чи-
сел, вытекающие из приближений их рациональными числами. По мнению
Д. А. Граве, она является фундаментом для всей математики. Более того,
теория чисел не только широко использует методы, разработанные в смеж-
ных математических дисциплинах, но и сама влияет на формирование этих
дисциплин.

В первый период развития теории чисел (период античности) наиболее
важные вопросы теоретико-числовых исследований отражены в трудах древ-
негреческих математиков и философов Пифагора, Евклида и Диофанта. Бла-
годаря Пифагору и его школе, происходит зарождение теории чисел. В част-
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ности, осуществлена классификация натуральных чисел. Отметим, что пифа-
горейский союз имел мистическую направленность, которая в значительной
мере отразилась на развитии математического знания. Так, первым десяти
числам натурального ряда пифагорейцами ставились в соответствие катего-
рии, которые определяли их бытие или мировоззрение. Несмотря на то, что
в научном творчестве Евклида теоретико-числовые исследования занимают
сравнительно небольшое место, у него мы встречаем ряд основных положе-
ний теории делимости и, хотя простой, но чрезвычайно важный результат
- множество простых чисел бесконечно. Диофант рассмотрел ряд задач о
представимости чисел в определённой форме и более общие задачи решения
неопределённых уравнений в целых и рациональных числах. Именно эти зада-
чи позднее явились точкой отсчета для всей теории форм и той базой, откуда
возникла проблематика теории диофантовых приближений.

Итак, Пифагор, Евклид, Диофант заложили фундамент для такого инте-
ресного и важного раздела математики как теория чисел.

Следующий этап в развитии теории чисел приходится на позднее Сред-
невековье, эпоху Возрождения и Новое время. В Европе, начиная с эпохи
крестовых походов вплоть до XVII в., развитие теории чисел, как и всей ма-
тематики, было очень медленным. Математики обычно рассматривали только
отдельные конкретные задачи теоретико-числового характера. Общие методы
были почти неизвестны. В основном развивалась практическая арифметика
действий. Наибольший след в дальнейшем развитии теории чисел оставили
работы Л. Пизанского и Л. Пачоли. Французский математик П. Ферма полу-
чил основной результат теории делимости - делимость на заданное простое
число и решил ряд важных задач теории диофантовых уравнений. Именно
начиная с работ П. Ферма, теория чисел приобрела статус раздела математи-
ческой науки.

В XVIII в. Л. Эйлер значительно продвинул вперёд развитие теории чи-
сел. Математик обобщил основной результат П. Ферма для случая делимости
на составные числа, создал общую теорию. В, так называемых, степенных
вычетах получил очень большое число разнообразных результатов о предста-
вимости чисел в виде форм определённого типа, исследовал ряд систем дио-
фантовых уравнений и получил интересные результаты о разбиении чисел на
слагаемые. У Эйлера мы впервые встречаемся с идеей применения методов
математического анализа к задачам теории чисел. Рассмотрение бесконечных
рядов и произведений явилось у Эйлера действенным орудием для получения
теоретико-числовых результатов.
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После работ Эйлера почти все крупные математики XVIII-XIX вв. в той
или иной степени занимаются теорией чисел. В частности, существенный след
в развитии теории чисел оставили Ж. Лагранж, Дж. Валлис, А. Лежандр и
У. Варинг. Ж. Лагранжу удалось свести в единый закон многочисленные тео-
ремы П. Ферма и Л. Эйлера и внести вклад в теорию квадратичных форм,
которая получила позднее своё развитие. Дж. Валлис предположил, что вся-
кое число можно разложить на простые множители единственным образом и
благодаря этому смог решить некоторые задачи, поставленные П. Ферма. Все
математики этого времени искали общее аналитическое выражение для пред-
ставления простых чисел. А. Лежандру удалось доказать, что это выражение
не может быть рациональным и он потерял надежду, что его удастся найти.
А. Лежандр доказал квадратичный закон взаимности и предложил "символы
Лежандра" , изложил полную теорию непрерывных дробей и их применения
для решения диофантовых уравнений. У. Варинг выдвинул еще одну важ-
ную теорему, так называемую "Проблема Варинга" , которая впервые была
решена в общем виде в 1909 г. Д. Гильбертом.

Работы Л. Эйлера, Ж. Лагранжа и А. Лежандра создали базу для цельной
теории, получившей позже у Гаусса название теории сравнений.

С конца XIX до начала XX вв. все разделы математики, в т. ч. теория чи-
сел, получили чрезвычайное развитие, которое превосходило все предыдущие
периоды не только по количеству работ, но также по совершенству и силе
методов. В XIX в. над теорией чисел работали многие видные учёные - И. К.
Ф. Гаусс, П. Г. Лежен-Дирихле, Ш. Эрмит, П. Л. Чебышёв, Е. И. Золотарев,
А. Н. Коркин, А. А. Марков.

Новая эпоха в истории теории чисел началась с выходом в 1801 г. работы
К. Гаусса "Арифметические исследования". Главным орудием К. Гаусса явля-
ется понятие сравнения, он смог оценить его значение и сделать общеприме-
нимым, благодаря введению подходящего обозначения, с помощью которого
можно производить вычисления. К. Гаусс привёл и строго доказал теоремы о
квадратичных вычетах и невычетах, создал элементарную теорию бинарных
квадратичных форм, включающую в себя, результаты полученные Л. Эйле-
ром, Ж. Лагражем, А. Лежандром и развивал их в различных направлениях.
После работ К. Гаусса в течение всего XIX в. и до сегодняшнего дня исследо-
вания по теории чисел приобретают всё увеличивающийся размах.

Вслед за К. Гауссом, общую теорию квадратичных форм разрабатывал
П. Г. Лежен-Дирихле. Он рассмотрел вопросы о представлении чисел квадра-
тичными формами, простых делителях квадратичных форм и некоторые дру-
гие. В связи с доказательством теоремы о бесконечности количества простых
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чисел в арифметической прогрессии использовал свойство конечности числа
классов квадратичных форм данного дискриминанта. Ввёл в теорию чисел
новые понятия: "характеры"и "ряды Дирихле". Впервые сформулировал в
общем виде понятие асимптотического закона и дал ряд примеров установ-
ления асимптотических формул. Другим крупнейшим учёным, работавшим в
области теории квадратичных форм, был Ш. Эрмит которому принадлежит
доказательство трансцендентности и иррациональности числа e, введение по-
нятия билинейных форм с сопряжёнными переменными ("Эрмитовых форм").
Он один из первых поставил вопрос об определении границ минимумов квад-
ратичных форм.

В начале своего научного пути П. Л. Чебышёв обратил на себя внимание
математиков всего мира двумя сочинениями по теории чисел: "Об определе-
нии числа простых чисел, не превосходящих данной величины"(1849 г.) и "О
простых числах"(1852 г.). Основные направления его исследований в области
теории чисел - это теория распределения простых чисел, теория рядов, общий
член которых - функция простых чисел, вопросы теории квадратичных форм,
диофантовы приближения и обобщение алгоритма непрерывных дробей. До
П. Л. Чебышёва вопросы распределения простых чисел в натуральном ря-
ду решались на основании не всегда обоснованных предположений. Вопрос о
том, по каким законам распределены простые числа оставался без ответа со
времён Евклида, хотя им занимались крупнейшие математики мира, в том
числе Л. Эйлер и К. Гаусс. Научные открытия П. Л. Чебышёва в области
простых чисел принесли славу отечественной математической науке и ока-
зали огромное влияние на научное творчество многих выдающихся учёных
России и других стран. Его считают основоположником российской научной
школы по теории чисел. Его ученики Е. И. Золотарёв, А. Н. Коркин, А. А.
Марков и др. значительно продвинули теорию квадратичных форм.

Таким образом, теория чисел прошла долгий путь от отдельных задач до
почётной составляющей математической науки.
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Пусть A – инволютивная алгебра над полем комплексных чисел и a ∈ A —
нормальный элемент, т.е. a∗a = aa∗. Алгебра является фуглидовой. или F –
алгеброй, если из условия, что x ∈ A коммутирует с нормальным элементом
a ∈ A, следует, что он коммутирует и с его сопряженным a∗:

xa = ax, aa∗ = a∗a⇒ xa∗ = a∗x.

(F ) – алгебрами являются: алгебра B(H) всех ограниченных линейных
операторов в гильбертовом пространстве H, и значит, все её ∗-подалгебры;
C∗-алгебры; любая коммутативная ∗-алгебра.

Инволютивная алгебра (A, ∗) называется "условно фуглидовой" или (CF )-
алгеброй, если из условия, что нормальный элемент x ∈ A коммутирует с нор-
мальным элементом a ∈ A, следует, что он коммутирует и с его сопряженным
a∗:

xa = ax, xx∗ = x∗x, aa∗ = a∗a⇒ xa∗ = a∗x.

В (CF )-алгебрах всякое коммутативное семейство нормальных операторов со-
держится в максимальной коммутативной ∗-алгебре.

Пусть H — гильбертово пространство. Обозначим через N (H) совокуп-
ность всех троек ξ = (A, x, y), где x, y ∈ H, A ∈ B(H). В N (H) вводятся
алгебраические операции и инволюция:

1). Сложение: (A1, x1, y1) + (A2, x2, y2) = (A1 +A2, x1 + x2, y1 + y2),x1 0 0

0 A1 0

0 0 y1

+

x2 0 0

0 A2 0

0 0 y2

 =

x1 + x2 0 0

0 A1 +A2 0

0 0 y1 + y2

 .

2). Умножение на скаляр: λ(A, x, y) = (λA, λx, λy),

λ

x 0 0

0 A 0

0 0 y

 =

λx 0 0

0 λA1 0

0 0 λy1
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3). Умножение: (A1, x1, y1) ◦ (A2, x2, y2) = (A1A2, A
∗
2x1, A1y2),x1 0 0

0 A1 0

0 0 y1

 ◦
x2 0 0

0 A2 0

0 0 y2

 =

A∗2x1 0 0

0 A1A2 0

0 0 A1y2

 ;

4). Инволюция: (A, x, y)? = (A∗, y, x),x 0 0

0 A 0

0 0 y

?

=

y 0 0

0 A∗ 0

0 0 x

 .

Утверждение 1. N (H) — ассоциативная ∗-алгебра.

Доказательство. Покажем ассоциативность умножения:(
(A1, x1, y1)◦(A2, x2, y2)

)
◦(A3, x3, y3) = (A1, x1, y1)◦

(
(A2, x2, y2)◦(A3, x3, y3)

)
.

Так как x1 0 0

0 A1 0

0 0 y1

 ◦
x2 0 0

0 A2 0

0 0 y2

 =

A∗2x1 0 0

0 A1A2 0

0 0 A1y2


иA∗2x1 0 0

0 A1A2 0

0 0 A1y2

 ◦
x3 0 0

0 A3 0

0 0 y3

 =

A∗3A∗2x1 0 0

0 A1A2A3 0

0 0 A1A2y3

 ,

то
(

(A1, x1, y1) ◦ (A2, x2, y2)
)
◦(A3, x3, y3) = (A1A2A3, A

∗
3A
∗
2x1, A1A2y3).

С другой стороны,x2 0 0

0 A2 0

0 0 y2

 ◦
x3 0 0

0 A3 0

0 0 y3

 =

A∗3x2 0 0

0 A2A3 0

0 0 A2y3


иx1 0 0

0 A1 0

0 0 y1

 ◦
A∗3x2 0 0

0 A2A3 0

0 0 A2y3

 =

A∗3A∗2x1 0 0

0 A1A2A3 0

0 0 A1A2y3

 ,

т.е. (A1, x1, y1) ◦
(

(A2, x2, y2) ◦ (A3, x3, y3)
)

= (A1A2A3, A
∗
3A
∗
2x1, A1A2y3).

Следовательно умножение в алгебре N (H) — операция ассоциативная. �

Утверждение 2. N (H) — ∗-алгебра.
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Доказательство. Покажем, что в алгебре выполнены свойства инволюции.
Так какx 0 0

0 A 0

0 0 y

∗∗ =

y 0 0

0 A∗ 0

0 0 x

∗ =

x 0 0

0 (A∗)∗ 0

0 0 y

 =

x 0 0

0 A 0

0 0 y

 ,

то ((A, x, y)∗)∗ = (A, x, y).
Далее,x1 0 0

0 A1 0

0 0 y1

+

x2 0 0

0 A2 0

0 0 y2

∗ =

x1 + x2 0 0

0 A1 +A2 0

0 0 y1 + y2

∗ =

=

y1 + y2 0 0

0 (A1 +A2)∗ 0

0 0 x1 + y2

 =

y1 + y2 0 0

0 A∗1 +A∗2 0

0 0 x1 + y2

 =

=

y1 0 0

0 A∗1 0

0 0 x1

+

y2 0 0

0 A∗2 0

0 0 x2

 =

x1 0 0

0 A1 0

0 0 y1

∗ +

x2 0 0

0 A2 0

0 0 y2

∗ ,
т.е.

(
(A1, x1, y1) + (A2, x2, y2)

)∗
= (A2, x2, y2)∗ + (A1, x1, y1)∗.

Кроме того,x1 0 0

0 A1 0

0 0 y1

 ◦
x2 0 0

0 A2 0

0 0 y2

∗ =

A∗2x1 0 0

0 A1A2 0

0 0 A1y2

∗ =

=

A1y2 0 0

0 A∗2A
∗
1 0

0 0 A∗2x1

 ;

x2 0 0

0 A2 0

0 0 y2

∗ ◦
x1 0 0

0 A1 0

0 0 y1

∗ =

y2 0 0

0 A∗2 0

0 0 x2

 ◦
y1 0 0

0 A∗1 0

0 0 x1

 =

A1y2 0 0

0 A∗2A
∗
1 0

0 0 A∗2x1

 .

Поэтому
(
(A1, x1, y1) ◦ (A2, x2, y2)

)∗
= (A2, x2, y2)∗ ◦ (A1, x1, y1)∗.
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Наконец,λ
x 0 0

0 A 0

0 0 y

∗ =

λx 0 0

0 λA 0

0 0 λy

∗ =

λy 0 0

0 λA∗ 0

0 0 λx

 =

= λ

y 0 0

0 A∗ 0

0 0 x

 = λ

x 0 0

0 A 0

0 0 y

∗ .
Следовательно, (λ(A, x, y))∗ = λ(A, x, y)∗. Таким образом, N (H) – алгебра с
инволюцией. �

Утверждение 3. N (H) — банахова ∗ - алгебра относительно нормы

‖(A, x, y)‖ = ‖A‖B(H) + ‖x‖H + ‖y‖H .

Доказательство. Легко видеть, что (N (H), ‖ · ‖) — нормированное про-
странство. Пусть {(An, xn, yn)} — фундаментальная последовательность в
(N (H), ‖ · ‖). Тогда для любого ε > 0 существует номер n0 такой, что для
любых n,m ≥ n0 выполнено неравенство

‖(An, xn, yn)− (Am, xm, ym)‖ < ε.

Тогда ‖An−Am‖B(H) + ‖xn−xm‖H + ‖yn− ym‖<ε. Следовательно, последова-
тельность {An} фундаментальна в B(H), а последовательности {xn} и {yn} —
фундаментальны в H. Так как B(H) — банахова алгебра, а H — гильбертово
пространство (а потому банахово), то все три последовательности сходятся:

An → A0 ∈ B(H), xn → x0 ∈ H, yn → y0.

Поэтому (An, xn, yn)→ (A0, x0, y0) ∈ N (H), т.е. (N (H), ‖ · ‖) — банахово про-
странство. �

Замкнутые ∗ - подалгебры алгебры (N (H), ‖ · ‖) называются алгебрами
Наймарка.

Теорема 1. Всякая алгебра Наймарка условно фуглидова.
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При построении симметричных пространств измеримых функций суще-
ственную роль играют убывающие перестановки. Аналогичную роль в неком-
мутативном случае играют убывающие перестановки измеримых операторов.
Впервые определение убывающей перестановки измеримых операторов бы-
ло дано В.И.Овчинниковым [3], позднее — несколько иначе, М.Г.Сонисом [2].
Цель данной работы рассмотреть оба определения убывающих перестановок
измеримых операторов, присоединенных к алгебре фон Неймана, с мерой Си-
гала на проекторах, и провести их сравнение.
∗-Алгебры S(M) измеримых операторов, присоединенных к алгебре фон

Неймана впервые появились в работе Е.Сигала(1953). Пусть H — гильберто-
во пространство, B(H)– ∗- алгебра всех ограниченных линейных операторов,
действующих в H и M - ∗-подалгебра в B(H). Через M′ обозначается ком-
мутантM⊆ B(H), а черезM′′ - бикоммутант.
∗-Подалгебра M ⊆ B(H) называется алгеброй фон Неймана, если

M =M′′.
Пусть M ⊆ B(H) — полуконечная алгебра фон Неймана, τ — точный

нормальный полуконечный след на M и S(M) — ∗-алгебра всех измеримых
относительноM линейных операторов. Оператор T ∈ S(M) c областью опре-
деления D(T ) называется τ -измеримым, если для любого ε > 0 существует
такой проектор P ∈ P(M), что P (H) ⊆ D(T ) и τ(P⊥) ≤ ε

Обозначим множество всех τ -измеримых относительно M операторов че-
рез S(M, τ). Ясно, чтоM⊆ S(M, τ) ⊆ S(M).

Функцией распределения оператора T из S(M, τ) называется функция
n(T )(t), определяемая равенством:

n(T )(t) = τ(E(t,∞)(|T |)), t ≥ 0,

где E(t,∞)(|T |) спектральный проектор оператора |T |, соответствующий ин-
тервалу (t,∞).
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Невозрастающей перестановкой оператора T ∈ S(M, τ) (по Овчинникову)
называется функция

µ(T ) : (0,∞)→ [0,∞),

определяемая равенством:

µ(T )(t) = inf{‖TP‖M : P ∈ P(M), τ(P⊥) ≤ t}, t > 0

Линейный оператор A с областью определения D(A) называется присоеди-
ненным к алгебре фон НейманаM (AηM), если UD(A) ⊆ D(A) и UA ⊆ AU

для любого унитарного оператора U из коммутантаM′.
Пусть P(M) - множество ортопроекторов алгебры фон НейманаM. Мерой

на P(M) (мерой Сигала) называется отображениеm : P(M)→ [0;∞), которое
обладает следующими свойствами:

(1) Если P1, P2 ∈ P(M), P1⊥P2, то m(P1 + P2) = m(P1) +m(P2);
(2) Если {Pα}α∈J , P ⊂ P(M) и Pα ↑ P , то m(Pα) ↑ m(P );
(3) Если U — унитарный оператор из M и P ∈ P(M), то

m(U∗PU) = m(P ).
Легко видеть, что если τ — точный нормальный полуконечный след на

алгебре фон НейманаM, то m = τ |P(M) — мера Сигала.
Пусть оператор AηM и P – проектор на замкнутое подпространство A(H).

Метрическим рангом r(A) оператора A называется мера Сигала проектора P ,
т.е. r(A) = τ(P ).

Для любого A ∈M и t ≥ 0 Значения функции

st(A) = inf{||A−K|| : K ∈M, r(K) ≤ t <∞}, s∞(A) = lim
t→∞

st(A)

называются s - числами оператора A (по Сонису).

Теорема 1. Если T ∈ M, то функции µ(T )(t) и st(T ) совпадают, т.е.
µ(T )(t) = st(T )

Доказательство. Пусть T ∈M и

st(T ) = inf{||T −R|| : R ∈M, r(R) ≤ t <∞}

Обозначим
Rt = {R ∈ S(M, τ) : τ(s(|R|)) 6 t},

где s(|R|) — носитель оператора |R|. Так как r(K) = τ(s(|R|)), то

st(T ) = inf{‖T −R‖M : R ∈M∩Rt}.

Покажем, что µ(T )(t) = st(T ).
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Пусть T = U |T | — полярное разложение оператора T , µ(T )(t) = α и

R = U

∞∫
α

λdEλ,

где {Eλ}λ>0 — спектральное семейство проекторов оператора |T |. Тогда

‖T −R‖M = ‖U
α∫

0

λdEλ‖M = ‖UE(0,α](|T |)|T |E(0,α](|T |)‖M 6 α = µ(T )(t).

При этом
τ(s(|R|)) = n(T )(α) = n(T )(µ(T )(t)) 6 t,

то есть,
β = inf{‖T −R‖M : R ∈ Rt ∩M} 6 µ(T )(t).

С другой стороны, пусть R ∈ Rt∩M и E = I−s(|R|). Так как TE = (T −R)E,
то ‖TE‖M 6 ‖T −R‖M. Кроме того, τ(I −E) = τ(s(|R|)) 6 t. Следовательно,

µ(T )(t) 6 β.

Таким образом,

µ(T )(t) = β = inf{‖T −R‖M : R ∈ Rt ∩M} = st(T ).
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В монографии В.И. Жука [1] для исследования гидродинамической устой-
чивости используется нелинейная асимптотическая теория взаимодействия
пограничного слоя с внешним потоком, которая базируется на решении
уравнений Бюргерса, Бенджамина-Оно (БО), Кордевега-де Вризи, интегро-
дифференциальных уравнениях.

Нелинейное эволюционное уравнение

ut + uux = H{uxx}, H{u} =
1

π

∫ ∞
−∞

udξ

ξ − x
, (1)

где H – оператор Коши-Гильберта, предложено Бенджамином [2] и позже
Оно [3] для описания внутренних волн в стратифицированной жидкости. Бо-
лее общим является интегро-дифференциальное уравнение [4] для длинных
гравитационных волн в стратифицированной конечной глубины и содержит
уравнение Бенджамина-Оно в приближении глубокой воды, а в приближении
мелкой воды переходит в уравнение Кордевега-де Вриза [4].

Уравнение Бенджамина-Оно также связано с исследованием процессов
распространения возмущений в пограничном слое [1]. Возмущения, при опре-
деленных амплитудах и длинах волн, в пограничном слое подчиняются урав-
нениям Бюргерса

ut + uux − uxx = 0 (2)
и Бенджамина-Оно в условиях сверх- и дозвукового обтекания соответствен-
но.

Неоднородное уравнение Бенджамина-Оно

ut + uux = H{uxx} − ϕ(x, t) (3)

связано с эволюцией возмущений в дозвуковом пограничном слое, неоднород-
ный член ϕ(x, t) соответствует наличию короткой неровности на обтекаемой
твердой поверхности [1]:

ϕ(x, t) =
1

π

∫ ∞
−∞

gξξdξ

ξ − x
,

y = g(x, t) – подвижный контур (обтекаемая поверхность).
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В качестве примеров неоднородности используют углубление на поверхно-
сти с формой

g =

{
−H(t)cos2

(
πx
2b

)
, |x| < b,

0, |x| > b,

H(t) =


0, t < 0,

g0t, 0 < t < 1,

g0, t > 1,

ϕ = H{gxx}, t > 0.

Для тестовых примеров используется точное решение однородного урав-
нения Бенджамина-Оно

u = −a
[
1 +

a2

16

(
x+

a

4
t
)2
]−1

, a > 0.

Стационарное решение u(x, t) = f(x) для уравнения (0.2)-(3) удовлетворяет
уравнениям

ff ′ − f ′′ = 0, ff ′ −H{f ′′} = 0.

Для уравнения Бюргерса (0.2)

u = −c0
{

1 + th
[c0

2
(x− x0)

]}
.

Периодическая задача Коши для уравнения типа БО

ut = uux +Hperuxx, 0 ≤ t ≤ T, x ∈ T,

u(x, 0) = u0(x), T = R/2LZ,
где u0 – 2L периодическая функция, а

Hperx =
1

2L

∫ L

−L
ctg
(πy

2L

)
u(x− y)dy.

уравнения типа БО для внутренних волн стратифицированной жидкости име-
ет вид [4]:

ut − cuux + Tuxx = 0,

T f(x) =

∫ ∞
−∞

{
cth

π(y − x)

2d
− sign(y − x)

}
f(y)

2d
dy

и переходит в пределе в уравнение Кордевега-де Вриза.
Линеаризованное уравнение БО (0.1) сведено к уравнению Шредингера,

с помощью интегральных преобразований получены решения приведенных
уравнений с добавленным интегральным оператором типа свертки. В общем
случае задачи для уравнений типа БО сведены к нелинейным интегральным
уравнениям удобным для численного решения.
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Известно, что имеются классические методы решения задач на условный
экстремум такие как: метод исключения части переменных, метод множите-
лей Лагранжа [1]. В данной работе представлен элементарный метод решения
задач на условный экстремум двух переменных — метод введения вспомога-
тельного параметра. Суть метода состоит в том, что если ввести параметр
вместо условия на экстремум, тогда решение задачи сводится к нахождению
экстремального значению параметра при котором система имеет решение.

Пусть требуется найти экстремумы функции двух переменных{
f(x; y)→ extr,

g(x; y) = 0;
(1)

или {
f(x; y) = 0,

g(x; y)→ extr.
(2)

Рассмотрим некоторые типы задач на условный экстремум в зависимости
от того, что представляют собой функции f(x; y) и g(x; y).

1. Окружность–прямая. В этом случае f(x; y) = (x − x0)2 + (y − y0)2

— окружность, g(x; y) = ax + by + c — прямая. Тогда задача на условный
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экстремум может быть записана в виде{
(x− x0)2 + (y − y0)2 → extr,

ax+ by + c = 0;
(3)

или {
(x− x0)2 + (y − y0)2 = R2,

ax+ by + c→ extr.
(4)

2. Гипербола–прямая. В этом случае f(x; y) = (x− x0)(y − y0) — гипер-
бола, g(x; y) = ax + by + c — прямая. Задача на условный экстремум может
иметь вид {

(x− x0)(y − y0)→ extr,

ax+ by + c = 0;
(5)

или {
(x− x0)(y − y0) = d,

ax+ by + c→ extr.
(6)

3. Парабола–прямая. Где f(x; y) = a(x − x0)2 + y0 — парабола,
g(x; y) = ax+ by + c — прямая. Задача на условный экстремум иметь вид{

a(x− x0)2 + y0 → extr,

ax+ by + c = 0;
(7)

или {
y = a(x− x0)2 + y0,

ax+ by + c→ extr.
(8)

Ведем вспомогательный параметр p. Тогда условие этой задачи можно пе-
реформулировать. Найти максимальное и минимальное значение параметра
p, при котором имеет решение система (9) (или система (10)).{

f(x; y) = p,

g(x; y) = 0;
(9)

или {
f(x; y) = 0,

g(x; y) = p.
(10)

Существует по меньшей мере три элементарных способа решения каждой
из задач — графический, через дискриминант и переход к параметрическим
координатам.
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Рассмотрим некоторые примеры решения задач нахождения экстремума
методом введения вспомогательного параметра. Решая систему (9) ( или си-
стему (10)) методом подстановки, получим квадратное уравнение относитель-
но параметра p, где дискриминант D ≥ 0 — условие существования решения.

Пример 1. Найти условный экстремум функции f(x; y) = x2 + y2, если
x+ y − 2 = 0.

Решение. Введем вспомогательный параметр p. Следовательно, будем ис-
кать максимальное и минимальное значение параметра p, при котором имеет
решение система (11) {

x2 + y2 = p,

x+ y − 2 = 0.
(11)

Решая систему (5) методом подстановки, получим

x2 − 4x+ (4− p) = 0.

Дискриминант D = 16−8(4−p) ≥ 0, тогда p ≥ 2. Следовательно, pmin = 2, т.е.
наименьший радиус окружности R =

√
2, при котором имеется общая точка

с прямой x+ y − 2 = 0.

Ответ. fmin = 2, fmax — не существует.

Пример 2. Найти условный экстремум функции f(x; y) = 2x + 3y, если
x2 + y2 = 4.

Решение. Аналогично, введем вспомогательный параметр p. Будем ис-
кать максимальное и минимальное значение параметра p, при котором имеет
решение система (12) {

2x+ 3y = p,

x2 + y2 = 4.
(12)

Решая систему (7) методом подстановки, получим

13x2 − 4px+ (p2 − 36) = 0.

Дискриминант D = 16p2 − 52(p2 − 36) ≥ 0, тогда имеем p2 ≤ 52, т.е.
−2
√

13 ≤ p ≤ 2
√

13. Следовательно, pmin = −2
√

13, pmax = 2
√

13.
Ответ. fmin = −2

√
13, fmax = 2

√
13

Пример 3. Найти экстремум функции f(x; y) = (y−2)x, если y−2x−3 = 0.
Решение. Введем вспомогательный параметр p. Значение параметра p,

при котором имеет решение система (13) — экстремум функции f(x; y).{
(y − 2)x = p,

y − 2x− 3 = 0.
(13)
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Решая систему (13), получим

2x2 + x− p = 0.

Дискриминант D = 1 + 8p ≥ 0, тогда p ≥ −0, 125. Следовательно,
pmin = −0, 125.

Ответ. fmin = −0, 125, fmax — не существует.

Пример 4. Найти экстремум функции f(x; y) = 2y + x − 4, если
y = 1− (x+ 3)2.

Решение. Введем вспомогательный параметр p. Значение парамет-
ра p, при котором имеет решение система (14) — экстремум функции
f(x; y) = 2y + x− 4. {

2y + x− 4 = p,

y = 1− (x+ 3)2.
(14)

Выразим y в первом уравнении системы (14) и подставим во второе уравнение,
получим

2x2 + 11x+ (22 + p) = 0.

Дискриминант D = 121 − 8(22 + p) ≥ 0, отсюда p ≤ 6, 875. Следовательно,
pmax = 6, 875.

Ответ. fmax = 18, 25, fmin — не существует.

Замечание. В задачах на условный экстремум с прямой
ax + by + c = 0 можно брать общее уравнение кривой второго порядка
ax2 + by2 + cxy + dx + ey = 0. Каждая такая задача сводится к квадратному
уравнению, если решать через дискриминант.
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В работе рассмотрены два типа абстрактных конусов. Прежде всего, описа-
ны абстрактные выпуклые конусы и их основные свойства. Приведены примеры,
включая конус выпуклых компактов. Затем мы переходим к недавно введенному
понятию субвыпуклого конуса, где второй дистрибутивный закон заменяется бо-
лее общим условием. Рассмотрены примеры субвыпуклых конусов, которые не яв-
ляются выпуклыми.

1. Предварительные сведения

Определение 1. Пусть X — коммутативная полугруппа векторов (по сло-
жению), в которой определено умножение неотрицательных скаляров на
векторы: (λ, x) 7→ λ · x (λ ∈ R+, x ∈ X). Будем говорить, что X образует
модуль над R+, если выполнены условия:

λ(µ · x) = (λµ) · x; 1 · x = x; 0 · x = 0; λ · (x+ y) = λx+ λy; (1)
а также второй дистрибутивный закон (SDL):

(λ+ µ) · x = λ · x+ µ · x, (λ, µ ∈ R+; x ∈ X). (2)

Будем говорить, что X образует субмодуль над R+, если при сохранении
условий (1), свойство (SDL) заменяется на „закон выпуклой отделимости“
для скаляров (CSL):

(y ∈ conv(x), x ∈ conv(y))⇒ (x = y). (3)

В случае выполнения условий (1) и (2), в соответствии с классическим опре-
делением [1], будем говорить, что X — ( абстрактный) выпуклый конус (ВК).
В случае же выполнения более слабых условий (1) и (3), будем говорить, что
X — субвыпуклый конус (СВК) см. [2]
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2. Выпуклые конусы, их свойства, примеры

Пример 1. Простейший пример ВК – векторное пространство X и любое
линейное подпространство пространства X (включая тривиальное подпро-
странство {0}).

Пример 2. Важнейший класс ВК образуют выпуклые конусы в линейном
пространстве (классические ВК), например, полупространство или двугран-
ный угол, образованный двумя гиперплоскостями.

Пример 3. Классы полунепрерывных сверху(снизу) функций f : Y → R, где
Y – топологическое пространство также являются выпуклыми конусами.

Свойства выпуклых конусов
(1) Выпуклый конус X может быть изоморфно вложен в неко-

торое векторное пространство тогда и только тогда, когда
(x + z = y + z) ⇒ (x = y) для любых x, y, z ∈ X ("cancellation
law").

Пример 4. Важным примером абстрактного ВК, удовлетворяющего (CL),
является конус выпуклых компактов XK из некоторого банахова простран-
ства X [3]. Этот конус может быть погружен в пространство "формаль-
ных разностей"выпуклых компактов, снабженное метрикой Хаусдорфа.
Простейшим примером банахова конуса XK является конус

RK = {[x1;x2] ⊂ R |x1 ≤ x2} .

Это единственный (в классе банаховых пространств X) пример конечномер-
ного конуса XK . Конус RK можно отождествить с полуплоскостью

R2
+ =

{
(x1, x2) ⊂ R2 |x1 ≤ x2

}
.

(2) Пересечение любого числа выпуклых конусов снова является вы-
пуклым конусом, но объединение таковым может не быть. Тем
самым выпуклые конусы образуют замкнутое семейство (по операции
пересечения).

(3) Сдвиг A→ b+A выпуклого конуса является выпуклым конусом.

(4) Гомотетичный образ A → λA, λ ∈ R+, выпуклого конуса также
является выпуклым конусом.
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(5) Прямое (декартово) произведение выпуклых конусов выпукло
(A ⊂ X и B ⊂ Y выпуклы) ⇒ (A×B выпукло в X × Y ).

(6) Алгебраическая сумма A + B и разность A − B классических выпук-
лых конусов выпуклы. Линейная комбинация конечного числа клас-
сических выпуклых конусов λ1A1 + . . .+ λkAk выпукла.

3. Субвыпуклые конусы. Свойства, примеры, основное вложение

Рассмотрим некоторые примеры СВК, не являющихся ВК.

Пример 5. Пусть E — вещественное линейное пространство (ЛП),
X = exp(E) — система всех непустых подмножеств E. Вводя в X

поэлементное сложение и умножение на скаляры, очевидно, получаем
коммутативную полугруппу по сложению, удовлетворяющую условию (1).
Очевидно, что условие (2), вообще говоря, не имеет места:

λ ·A+ µ ·A 6= (λ+ µ) ·A,
если A ⊂ E не выпукло. Однако закон выпуклой отделимости (CSL) выпол-
нен.

Пример 6. Пусть E — бэровское вещественное ЛП, X — система всех под-
множеств E, имеющих дополнение всюду первой категории по Бэру, с поэле-
ментным сложением и умножением на скаляры из R+. Очевидно выполне-
ние в X условий (1) и (3) и невыполнение условия (2) (для любого элемента
конуса, отличного от всего E). Таким образом, X — СВК, но не ВК.

Замечание 1. Отметим, что условие (CSL) можно записать в более об-
щем, формально, чем (3), виде:

(
x+

n∑
k=1

αky =

m∑
l=1

βly

∣∣∣∣∣αk, βl ≥ 0,

n∑
k=1

αk −
m∑
l=1

βl = 1

)
y +

p∑
i=1

λix =

q∑
j=1

µjx

∣∣∣∣∣∣λi, µj ≥ 0,

p∑
i=1

λi −
q∑
j=1

µj = 1




⇒ (x = y). (4)
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Таким образом, в (4) мы работаем с выпуклыми оболочками одноэлемент-
ных множеств: [x] = co{x} и [y] = co{y}, причем условие (CSL) влечет усло-
вие „строгой инъективности“ отображения x 7→ [x] („овыпукления“ элемен-
тов СВК X):

(x 6= y)⇒ (([x] ∩ [y]) = ∅) (5)

Рассмотрим, наконец, важный вопрос о каноническом вложении субвыпук-
лого конуса в выпуклый конус посредством „овыпукления“.

Теорема 1. Пусть X — СВК, [X] =
{

[x]
∣∣x ∈ X} . Тогда:

(1) [X] — выпуклый конус;
(2) [x] — выпуклое подмножество X (∀x ∈ X);

(3) вложение [·] : X → [X] (x 7→ [x]) — сублинейная биекция.

Таким образом, любой СВК можно инъективно и сублинейно вложить в
некоторый выпуклый конус множеств. В конусе подмножеств ЛВП „овыпук-
ление“ можно свести к взятию выпуклой оболочки.

Тем самым, мы приходим к следующей схеме связи трех базовых объектов
нашей теории:

СВК
x→[x]−→ ВК CL−→ ЛП
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В середине XIX столетия возник ряд сочинений, посвящённые так называ-
емому символическому исчислению и использованию его к решению опреде-
ленных видов линейных дифференциальных уравнений. Сущность символи-
ческого исчисления состоит в том, что вводятся в рассмотрение и надлежащим
образом интерпретируются функции оператора дифференцирования

p =
d

dt
.

Среди сочинений по символическому исчислению следует отметить вышед-
шую в 1862 году в Киеве обстоятельную монографию профессора-математика
М. Е. Ващенко-Захарченко «Символическое исчисление и приложение его к
интегрированию линейных дифференциальных уравнений». В ней поставлены
и разрешены основные задачи того метода, который в дальнейшем получил
название операционного.

В 1892 году появились работы английского учёного О. Хевисайда, посвя-
щённые применению метода символического исчисления к решению задач по
теории распространения электрических колебаний в проводах.

Дипломная работа посвящена задаче решения некоторых операторных
дифференциальных уравнений. Они относится к специальному классу теории
дифференциальных уравнений в линейных пространствах. Операционный ме-
тод приобрел большое значение при решении линейных дифференциальных
уравнений с постоянными коэффициентами. Эффективность применения опе-
рационного исчисления при решении линейных обыкновенных дифференци-
альных уравнений состоит в удобстве и простоте вычислений.

Таким образом, многие задачи математической физики, теории упругости,
гидродинамики сводятся к отысканию решения дифференциального линей-
ного уравнения, что, в свою очередь, приводит к задаче отыскания решения
уравнения Аx = y с линейным оператором А. Операционный метод позво-
ляет в ряде случаев значительно упростить процедуру нахождения решения
линейных дифференциальных уравнений и их систем.
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Целью дипломной работы являлось подробное изучение решения некото-
рых операторных дифференциальных уравнений.

Существует много литературы, посвященной данной тематике, в которой
рассматриваются линейные дифференциальные уравнения, например, работы
А.Г. Баскакова, С.Г. Крейна и К.И. Чернышова, А. Г. Руткаса, Г.А. Свири-
дюка, А.А. Дезина, . В.В. Немыцкий, М.М. Вайнберг, Р.С. Гусарова.

Методы исследования применяемые в работе. В дипломной работе исполь-
зуются методы теории дифференциальных уравнений, линейной алгебры, а
также теории функций комплексного переменного и методы вычислений.

В соответствии с поставленной целью работы, мы выдвинули ряд задач
для рассмотрения в работе:

(1) Рассмотреть основы теории линейных операторов, необходимые для
освоения методов решения операторных дифференциальных уравне-
ний;

(2) Рассмотреть на конкретных примерах способы решения операторных
уравнений и дать пояснения по ходу решения конкретных задач.
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Потребности современного образования ставят перед методикой препода-
вания математики новые задачи. Особенно остро встает вопрос о методике
преподавания математического анализа в вузе. «Функции многих перемен-
ных, неявные функции и их приложения» является одной из важнейших и
объемнейших тем математического анализа. Поэтому необходимо, чтобы ма-
териал был хорошо усвоен студентами.

Объектом исследования темы является процесс организации учебной дея-
тельности при изучении дисциплины «Математический анализ».

В качестве предмета исследования выступает методика преподавания раз-
дела математического анализа «Функции многих переменных, неявные функ-
ции и их приложения» в вузах.

Цель данной работы - формирование методического пособия по изучению
темы «Функции многих переменных, неявные функции и их приложения».

Реализация поставленной цели потребовала решения ряда задач, а именно:
1. Обосновать и разработать содержание и методику изучения темы

«Функции многих переменных, неявные функции и их приложения» с уче-
том возрастных особенностей студентов;

2. Создать методическое пособие по данной теме.
В соответствии с этим гипотеза исследования заключается в том, что раз-

работанная методика изучения раздела математического анализа «Функции
многих переменных, неявные функции и их приложения» с использованием
новых педагогических и информационных технологий будет способствовать
более успешному формированию знаний, умений и навыков у студентов.

Для достижения цели и поставленных задач были привлечены следующие
методы исследования:

1. Теоретический анализ проблемы, определение основных положений ис-
следования;

2. Анализ математической, методической, психолого-педагогической лите-
ратуры, учебных пособий, работ по истории математики, учебных программ;
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3. Ознакомление с методическим опытом преподавателей КФУ факультета
математики и информатики.

В методическом пособии рассмотрены следующие вопросы теории функ-
ций нескольких переменных: область определения, графики, пределы функ-
ции многих переменных, частные производные, дифференциал и дифферен-
цирование сложных функций, производная сложной функции, производные
высших порядков, касательная плоскость и нормаль, частные производные
сложной функции высших порядков, экстремум функции нескольких пере-
менных, условный экстремум, неявные функции и их дифференцирование,
полный дифференциал и его применение к приближенным вычислениям. По-
собие содержит теоретические вопросы и расчетную часть - задачи. Теорети-
ческие вопросы являются общими для всех студентов, задачи - для каждого
студента или группы студентов индивидуальные.

В первом разделе приведены некоторые основные понятия и определения,
а также расчетные формулы и примеры решения задач по указанным темам,
во втором разделе помещены теоретические вопросы, практические задания с
решенными вариантами. Каждая задача расчетного задания включает 20 ва-
риантов. В третьем разделе – варианты контрольных работ и материалы для
самостоятельной подготовки. Среди задач – отыскание области определения
функции двух переменных, вычисление частных производных, дифференци-
рование сложных и неявных функций, применение полного дифференциала
к приближенным вычислениям.
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Основную роль в наших конструкциях будут играть сублинейные многознач-
ные ограниченные операторы с компактными выпуклыми значениями (суб–
операторы). Приведем необходимый минимум информации о суб–операторах
(подробнее см. [1]). Всюду далее E, F , G — вещественные банаховы простран-
ства, FK — конус непустых выпуклых компактов из F , снабженный sup–
нормой. Нормированный конус всех суб–операторов A : E → FK обозначим
Lsub (E; F ).

Перейдем к вопросу об обратимости суб–операторов. Наш подход к
этой проблеме опирается на возможность перехода от многозначного суб–
оператора к пакету обычных линейных ограниченных операторов. Далее,
A ∈ Lsub (E; F ),H = {hi} — фиксированный базис Гамеля в E.

Definition 1. Для всякого hi ∈ H фиксируем произвольный элемент ai ∈ A
и определим «базисный селектор» As следующим образом:(

h =

n∑
k=1

λkhik ∈ E

)
⇒

(
Ash =

n∑
k=1

λkaik

)
.

Множество Asub = {As} назовем s-представлением субоператора A.

Definition 2. Скажем, что субоператор A суб–обратим, если каждый опе-
ратор As ∈ Asub непрерывно обратим. В этом случае положим

A−1
sub = co

{
A−1
s

∣∣As ∈ Asub} .
Множество всех суб–обратимых суб–операторов A ∈ Lsub (E; F ) обозначим
Isomsub (E; F ).

Отметим некоторые свойства операции суб–обращения.

Theorem 1. Если суб–оператор A суб–обратим, то A−1
sub — выпуклый

компакт в Isom (E; F ), и, следовательно, суб–оператор A−1
sub также суб–

обратим. При этом:

(i) Asub �
(
A−1
sub

)−1

sub
;

(ii) IE �
(
A−1
sub ·Asub

)
sub

; IF �
(
Asub ·A−1

sub

)
;
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(iii) (Extr (Asub))
−1 � Extr

(
A−1
sub

)
;

(iv) Если A положительно суб–определен: A
sub
> 0, то A суб–обратим.

Далее, сформулируем аналог теоремы об обратном отображение в её суб-
гладкой форме. Отметим, что понятие субгладкости, тесно связанное с теори-
ей компактных субдифференциалов, введено в [2]. Далее E и F – веществен-
ные банаховы пространства, f : Br(x0)→ F, b = f(x0)

Theorem 2. Если f ∈ C1
sub(U) и ∂subf(x) ∈ Isomsub(E;F ), то существуют

такие открытые окрестности V (x) ⊂ U и W (y) ⊂ F , что f−1 : W → V

принадлежит классу C1
sub(W ) (т.е. f есть C1

sub -диффеоморфизм).

Следствие 1. Пусть, в условиях теоремы (2), E = F = H- гильбертово
пространство. Тогда, если ∀Aes ∈ Extr(∂subf(x)) : Aes � 0(равномерно по
Extr(∂subf(x)), то f C1

sub- обратимо в окрестности x.

Далее E,F,G – вещественные банаховы пространства, F ∼= G,
отображение f : E × F → G определено в некоторой окрестности
U(x0, y0), f(x0, y0) = 0, f ∈ C1

sub(x0, y0) и субдифференциал ∂ysubf(x0, y0)

суб–обратим.

Theorem 3. Если отображение f : E×F → G−C1
sub- гладкое в окрестности

точки (x0, y0), f(x0, y0) = 0, причем частный ∂sub- дифференциал ∂
y
subf(x0, y0)

суб–обратим, то уравнение f(x, y) = 0 задает вблизи (x0, y0) неявное отоб-
ражение y = y(x) класса C1

sub. При этом справедлива оценка

∂suby(x) � (−(∂ysubf(x, y))−1 · ∂xsubf(x, y))sub. (1)

Предложение 1. Пусть E – банахово, H – гильбертово пространство,
отображение f : E × H → H − C1

sub- гладкое в окрестности точки
(x0, y0), f(x0, y0) = 0. Тогда:

а) Если ∂ysubf(x0, y0)
sub
� 0,то уравнение f(x, y) = 0 задает вблизи (x0, y0)

неявную функцию y = y(x) класса C1
sub.

б) Если H = Rn и для всех субматриц Якоби f по y в точке (x0, y0)

выполнено:

Jy1 f(x0, y0)� 0; Jy2 f(x0, y0)� 0; ...; Jy2nf(x0, y0)� 0 (2)

то неявная C1
sub- гладкая функция y = y(x) также определена.

Перейдем к конечномерному случаю f : Rn → R. В этом случае край-
ними точками суб–оператора ∂subf(x) служат 2n субматриц Якоби Jk(x),
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часть строк которых состоят из верхних частичных производных координат-
ных функций (∂fi/∂xj), а остальные строки из нижних частных производных
(∂fi/∂xj).

Предложение 2. Пусть, в условиях теоремы (2), E = F = Rn. Если Jk(x)

положительно определены:

Jk(x)� 0 (k = 1, 2n), (3)

то f C1
sub- обратимо в окрестности x.

Разумеется, аналогичный результат справедлив и при Jk(x)� 0 (k = 1, 2n).

Замечание 1. Для наглядности, предъявим простейшие частные случаи
последнего результата.

1) n = 1. В этом случае (3) сводится к условию 0∈
[
df
dx (x) ; df

dx (x)
]

2) n = 2.
а) f1 и f2 покоординатно возрастают. Тогда условие (3) сводится к:∣∣∣∣∣∣

∂f1
∂x1

∂f1

∂x2

∂f2

∂x1

∂f2
∂x2

∣∣∣∣∣∣ > 0

б) f1 и f2 покоординатно убывают. Тогда условие (3) сводится к:∣∣∣∣∣
∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

∣∣∣∣∣ > 0

В качестве полезного класса примеров рассмотрим случай малой негладкой
добавки к гладкому отображению.

Example 1. Рассмотрим отображение
y1 = f1(x1, . . . , xn) + ε · |g1(x1, . . . , xn)|;
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ··
yn = fn(x1, . . . , xn) + ε · |gn(x1, . . . , xn)|;

(4)

где fi и gi(i = 1, n)- C1- гладкие функции. В этом случае применение пред-
ложения (1) приводит, с помощью непосредственных вычислений, к следу-
ющим условиям C1

sub-обратимости отображения (4): либо

∂f1

∂x1
> ε ·

∣∣∣∣ ∂g1

∂x1

∣∣∣∣ ; ∂(f1, f2)

∂(x1, ∂x2)
> ε ·

∣∣∣∣ ∂(g1, ∂g2)

∂(x1, ∂x2)

∣∣∣∣ ; ...; ∂(f1, ..., fn)

∂(x1, ..., xn)
> ε ·

∣∣∣∣ ∂(g1, ..., gn)

∂(x1, ..., xn)

∣∣∣∣
(5)

либо знаки в данной системе чередуются (начиная с +).
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Наконец, также по аналогии, в конечном случае рассмотрим конкретный
пример модулированной малой добавки к гладкому отображению.

Example 2. Пусть задана система уравнений:
f1(x1, . . . , xn; y1, . . . , ym) + ε · |g1(x1, . . . , xn; y1, . . . , ym)|;
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ··
fm(x1, . . . , xn; y1, . . . , ym) + ε · |gm(x1, . . . , xn; y1, . . . , ym)|;

(6)

где fi, gi(i = 1,m)-C1- гладкие отображения. В этом случае применение
предложения (1)(в) приводит к следующим достаточным условиям суще-
ствования C1

sub- гладкой системы неявных функций {yi = yi(xi, ..., xn}mi=1,
заданных системой (6): либо

∂f1

∂y1
> ε ·

∣∣∣∣∂g1

∂y1

∣∣∣∣ ; ∂(f1, f2)

∂(y1, y2)
> ε ·

∣∣∣∣∂(g1, g2)

∂(y1, y2)

∣∣∣∣ ; ...; ∂(f1, ..., fm)

∂(y1, ..., ym)
> ε ·

∣∣∣∣∂(g1, ..., gm)

∂(y1, ..., ym)

∣∣∣∣ ;
(7)

либо случай чередования знаков, отвечающий отрицательной определенно-
сти.

Example 3. Рассмотрим частный случай предыдущего примера. Пусть{
f1 (x1, x2, y1, y2) = f̃1 (x1) + (y1 − y2)

f2 (x1, x2, y1, y2) = f̃2 (x2) + (y1 + y2){
g1 (x1, x2, y1, y2) = g̃1 (x1) + (y1 + y2)

g2 (x1, x2, y1, y2) = g̃2 (x2) + (y1 + y2)

где f̃1, f̃2, g̃1, g̃2 – гладкая добавка.
Тогда

{
f̃1 (x1) + (y1 − y2) + ε · |g̃1 (x1) + (y1 + y2) |;
f̃2 (x2) + (y1 + y2) + ε · |g̃2 (x2) + (y1 + y2) |;

Воспользуемся формулой (7):

∂f1

∂y1
> ε ·

∣∣∣∣∂g1

∂y1

∣∣∣∣
1 > ε · 1⇒ ε < 1.

∂ (f1, f2)

∂ (y1, y2)
> ε ·

∣∣∣∣∂ (g1, g2)

∂ (y1, y2)

∣∣∣∣
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1 1

∣∣∣∣ > ε ·
∣∣∣∣∣∣∣∣1 1

1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 > ε · 2⇒ ε < 1.
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Нестационарные режимы распространения фронта горения могут быть
описаны феноменологическим уравнением вида

ξ̈ + ξ = 2δ
(
ξ̇ − 4

3
(ξ̇)3 +

λ2

4π2
∆ξ +

λβ

2π

√
−∆ξ̇

)
, (1)

которое моделирует горение теплоизолированной полосы ширины l, т.е. урав-
нение 1 рассматривается на отрезке длины l с краевыми условиями:

∂ξ̇

∂x

∣∣∣∣∣
x=0

=
∂ξ̇

∂x

∣∣∣∣∣
x=l

= 0 (2)

Феноменологическое уравнение учитывает два основных фактора, отно-
сящихся к нестационарным процессам распространения фронта: наличие ав-
токолебательной неустойчивости плоского фронта, стабилизируемой нелиней-
ными эффектами, и наличие взаимодействия тепловых слоев, примыкающих к
зоне экзотермических реакций. Структура этих слоев определяется не только
скоростью и температурой прилегающего участка реакционной поверхности,
но и распределением температуры вдоль всего фронта реакции. Подобные за-
дачи ранее в своих работах исследовали МитропольскийЮ.А., Мищенко Е.Ф.,
Колесов А.Ю., Алдушин А.П., Зельдович Я.Б., Маломед Б.А. [1],[2] Самой-
ленко А.М., Белан Е.П. [3].
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Рассматривая задачу 1 с краевыми условиями 2 и используя метод Галер-
кина, построим приближенные решения 1 в виде

ξ = y0 sin t+

N∑
k=1

yk cos kθ sin t, (3)

где θ = πx
l , yk(t), k = 0, 1, . . . , удовлетворяют уравнению

ẏk = δ(akyk + Ck3 (y)). (4)

Здесь ak = 1− λ2

4l2
k2 +

λβ

2l
k = 1− k2

ρ
+ β

k

ρ
, ρ =

2l

λ
, а

Ck3 (y) = Ck3 (y0, . . . , yN ) - формы третьей степени относительно
yk, k = 1, . . . , N.

Подставим 3 и 4 в 1 . Дифференцируя 3, учитывая 4, получим

ξ̇ = ξ0 cos t+

N∑
k=1

yk cos kθ cos t+ δ(α0y0 + Ck3 (y)) sin t+

+

N∑
k=1

δ(αkyk + Ck3 (y)) cos kθ sin t;

ξ̈ = −ξ0 sin t+

N∑
k=1

yk cos kθ(− sin t) + 2δ(α0y0 + Ck3 (y)) cos t+

+

N∑
k=1

2δ(αkyk + Ck3 (y)) cos kθ sin t+O(δ2).

Отсюда, с точностью до порядка O(δ2) , имеет место равенство

2δ(α0y0 + C0
3 (y)) cos t+

N∑
k=1

2δ(αkyk + Ck3 (y)) cos kθ cos t =

= 2δ(α0y0 cos t+

N∑
k=1

αkyk cos kθ cos t)
4

3
(y0 cos t+

N∑
k=1

yk cos kθ cos t)).

Приравняем теперь в полученном равенстве коэффициенты при одинако-
вых модах cos t, cos kθ cos t.

В результате, однозначно находим выражение для Ck3 (y), k = 0, 1, . . . , N.

Пользуясь пакетом «Mathematica», проводим численный анализ неподвижных
точек, меняя ρ при фиксированном β , и находим спектр этих точек. Проводим
данное действие для значений N = 3 и N = 5. С изменением N меняется и
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Рис. 1. Приближенное решение при ξ = 5, n = 5, b = 0.5.

Рис. 2. Приближенное решение при ξ = 0.5, n = 5, b = 0.5.

количество уравнений в системе. Для других значений N система строится
аналогично.

Далее приведем некоторые значения неподвижных точек и соответствую-
щего им спектра при различных значения параметра ρ :

ρ = 0.5 (0., 2.684 ∗ 10−16, 0., 6.170 ∗ 10−18) {−31.995,−12.995,−1.995, 1.01}

ρ = 0.8 (0., 4.246, 0.,−0.00845) {−11.318,−4.133, 0.743,−0.134}
Как видно с увеличением бифуркационного параметра ρ неподвижных то-

чек меняется. Положительная точка спектра переходит на отрицательную по-
луось, таким образом, соответствующее решение становится устойчивым.

На рис. 1 и рис.2 приведены графики найденных приближенных решений
при различных ρ.
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В работе рассматривается реализация APLLY-операции для решения конкрет-
ной задачи построения модели системы, в которой имеются две параллельные
функционирующие составные части, каждая из которых, представлена с помо-
щью соответствующих конечных автоматов(КА).

Упорядоченные бинарные диаграммы решений (УБДР) являются ком-
пактным графическим представлением для булевой функции. Использова-
ние УБДР позволяет рассматривать операции над булевыми функциями как
соответствующие алгоритмы на графах их УБДР. Для УБДР имеет место
APLLY-операция [1], составляющая булеву функцию с использованием алгеб-
раических операций для функций-аргументов, и выполняющая соединение
графов-аргументов.

В работе [2] APLLY-операцию рассматривают как инструмент, позволяю-
щий конструировать модели сложных систем, реализующий последовательное
и параллельное соединение составных частей, моделируемых сложных систем.

В данной работе рассматривается построение модели некоторой системы, в
которой реализуется последовательное соединение её составных частей, пред-
ставленных своими КА, показанными на рис. 1.

Рис. 1. Два элемента некоторой системы, представленные
своими конечными автоматами
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Для рассматриваемых КА строятся соответствующие им УБДР. Для это-
го согласно работе [3] состояния автоматов кодируются в двоичной системе
счисления, на множестве кодов состояний задаётся отношение, являющееся
представлением функции переходов данного автомата, составляются таблицы
значений функций переходов, по которым конструируются соответствующие
деревья решений. К полученным деревьям решений применяются преобразо-
вания редукции [1] для получения их редуцированных УБДР, показанных на
рис. 2.

Рис. 2. Редуцированные УБДР конечных автоматов, пока-
занных на рис. 1

К УБДР, показанным на рис. 2, применяется APLLY-операция ∧, и стро-
ится результирующая УБДР, после применения, к которой преобразований
редукции, получаем редуцированную УБДР, показанную на рис. 3.

Далее, полученная редуцированная результирующая УБДР представля-
ется минимальным автоматом, являющимся моделью рассматриваемой си-
стемы, в которой две её составные части соединены в последовательном
функционировании. Данное преобразование осуществляется согласно рабо-
те [3] путём реорганизации путей в УБДР на основании введённого в [3]
отношения эквивалентности на состояниях УБДР в смысле отношения эк-
вивалентности RA введённого в [4], определяемого следующим образом:
aRAb ⇔ (∀p ∈ F (X))(f(a, p) ∈ F ⇔ f(b, p) ∈ F ), где a, b – состояния авто-
мата A,X = {0, 1} – алфавит входных символов, F – множество конечных
состояний автомата A, F (X) – полугруппа всех слов конечной длины автома-
та A.
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Рис. 3. Редуцированная результирующая УБДР

Рис. 4. Конечный автомат для УБДР - результата выполне-
ния APLLY-операции ∧

Итоговая модель системы, представленная конечным автоматом для
УБДР – результата выполнения APLLY-операции ∧, рассматриваемой в
работе задачи, показана на рис. 4.
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В работе рассматриваются пути развития математики, начиная с ан-
тичности до наших дней. Изучаются причины, возникших кризисов в ос-
новании математики и рассматриваются направления математики, для
которых данные кризисы явились отправными точками развития.

Исследования взаимосвязи философии и математики в процессе историче-
ского развития философии науки и науки математики, показывают, что от-
правными точками развития философии математики, а, значит, и математики
как науки стали три глубоких кризиса основ математики.

Первый кризис произошел в V веке до н.э. в начальный период формирова-
ния математики как научной системы, в древней Греции, в школе пифагорей-
цев (Пифагор уроженец острова Самоса, 571 – 490 г.г. до н. э.) и вызван был
неожиданным открытием несоизмеримости однородных геометрических вели-
чин. Конец кризиса относится к 370 г. до н.э. и связан с именем выдающегося
математика Евдокса. Математик и астроном Евдокс из Книда создал общую
теорию отношений для любых однородных величин (как соизмеримых, так и
несоизмеримых). До Евдокса теоремы теории отношений приходилось доказы-
вать отдельно для чисел, отрезков и площадей. Он же ввел понятие величины,
включавшее в себя как числа, так и любые непрерывные величины. Его теория
величин в основном совпадает с современной теорией иррациональных чисел,
построенной Рихардом Дедекиндом в 1872 г. Построенная Евдоксом теория
была изложена в пятой книге «Начала» Евклида (Евклид из Александрии,
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около 325 г. до н. э. – 265 г. до н. э). Книга «Начала» является ранним пред-
шественником современного способа аксиоматического построения математи-
ческих наук, и начинается с изложения двадцати трёх определений и десяти
аксиом. Физическая истинность пятой аксиомы Евклида на протяжении двух
тысячелетий подвергалась сомнению, её пытались, и заменить, и вывести из
других аксиом. Работа математиков над проблемой пятой аксиомы Евклида о
параллельных привела к появлению неевклидовых геометрий : геометрии Н.
И. Лобачевского (Николай Иванович Лобачевский, русский математик, 1792 –
1856 г.г.) и геометрии Б. Римана (Георг Фридрих Бернхард Риман, немецкий
математик, 1826 – 1866 г.г.).

«Открытия Ньютона и Лейбница, зарождение анализа в конце XVII в. при-
вело ко второму кризису основ математики. Последователи Ньютона и Лейб-
ница, увлеченные огромными практическими возможностями и силой своего
метода, мало заботились о прочности его фундамента, на котором был постро-
ен анализ, так что не доказательства гарантировали правильность результа-
тов, а, наоборот, справедливость результатов давала уверенность в правиль-
ности доказательств. Современные, парадоксы и противоречия возникали все
в большем количестве, пока кризис основ математики не стал для всех оче-
видной реальностью» – так начало второго кризиса описано в работе [1].

К истокам второго кризиса нужно отнести проблему бесконечности, под-
нятую ещё в древнегреческой философии и математике. В античности беско-
нечность рассматривали как не оформленное, как не ставшее и, следователь-
но, несовершенное. Бесконечное выступает как беспредельное, безграничное,
почти не существующее и потому есть нечто близкое к хаосу, а иногда и отож-
дествляется с ним. Выдающийся немецкий ученый XX века Д. Гильберт (Да-
вид Гильберт, немецкий математик, 1862 – 1943 г.г.), имея в виду математику,
писал: «Ни одна проблема не волновала так глубоко человеческую душу, как
проблема бесконечного, ни одна идея не оказала столь сильного и плодотвор-
ного влияния на разум, как идея бесконечного» [2]. «В начале ХIХ Коши
предпринял первую попытку преодолеть кризис, отбросив туманную теорию
бесконечно малых, и заменил ее строгой теорией пределов. Вслед за этим
Вейерштрасс осуществил так называемую арифметизацию анализа, и второй
кризис основ математики был преодолен» [1].

Начало третьего кризиса основ математики связывается с открытием в
1897 г. итальянским математиком Бурали-Форти, парадокса в основах общей
теории множеств Кантора (Георг Кантор, немецкий математик, 1845 – 1918
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г.г.). «Кантор обнаружил очень похожий парадокс, описание которого не тре-
бует привлечения слишком специальной терминологии. При построении тео-
рии множеств Кантору удалось доказать, что, каково бы ни было трансфи-
нитное число, существует большее трансфинитное число и что наибольшего
трансфинитного числа не существует – точно так же, как не существует наи-
большего натурального числа» [3].

Необходимо отметить, что антимонии или парадоксы были известны ещё в
античности. Так известный в VI в. до н.э. парадокс «Все критяне лжецы» род-
ственный современным теоретико-множественным парадоксам, а также апо-
рии Зенона (Зенон Элейский, 490 до н. э. – ок. 430 до н. э.), сыграли важную
роль в развитии античной диалектики и античной науки, особенно логики и
математики. Они посвящены именно таким проблемам, для которых обнару-
живается противоречие в строго логическом доказательстве.

В 1902 г. Бертран Рассел (Бертран Артур Уильям Рассел, британский фи-
лософ, математик, 1872 – 1970 г.г.) сформулировал открытый в основах общей
теории множеств Кантора парадокс в достаточно компактной форме как пара-
докс множества всех нормальных множеств, где под нормальным множеством
понимается множество, не содержащее себя в качестве элемента.

В результате исследования проблем, связанных с третьим кризисом ос-
нов математики возникли три основные философские направления: логицизм,
интуиционизм и формализм. Основоположниками этих направлений соответ-
ственно являются: логицизма – А. Уайтхэд, Б. Рассел, интуиционизма – Дж.
Брауэр, формализма – Д. Гильберт.

В настоящее время все существующие философские школы и направле-
ния являются продолжением, приставленных выше, трёх школ. Как писал
Ф. Клейн: «Три основные школы оснований можно рассматривать также как
отражение трех основных позиций, встречающихся среди математиков, раз-
мышляющими над методами и значением своей работы».
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Система повышения квалификации специалистов в современном динамич-
но развивающемся обществе становится обязательным компонентом, обеспе-
чивающим требуемое качество профессиональной деятельности. Она потен-
циально должна выполнять важную социальную функцию, связанную с ка-
рьерным ростом специалистов, их востребованностью, профессиональной и
психологической удовлетворенностью. Но для того, чтобы система повыше-
ния квалификации могла реализовать эту важнейшую социальную роль, она
должна быть открытой, разнообразной и доступной. И, кроме того, учиты-
вать специфику инновационной деятельности в процессе создания и реализа-
ции систем повышения квалификации и дополнительного профессионального
образования.

Все вышесказанное можно отнести к системе повышения квалификации
учителей.

Под повышением квалификации понимается не механизм закрепления про-
фессиональных навыков и умений, а механизм развития профессиональной
деятельности педагога, его педагогических компетентностей.

Сфера образования сегодня переживает существенные преобразования, ко-
торые требуют от педагога не только новых знаний (даже выпускники пяти-
летней давности понимают, что имеющихся у них знаний уже не достаточно),
но построения своей профессиональной деятельности на идеологически иных
теоретических основаниях.

Можно отметить основные направления повышения профессиональ-
ной компетентности современного учителя. К ним относятся повышение
психолого-педагогической компетентности, ИКТ-компетентности и предмет-
ной компетентности.

В частности, относительно первого направления отмечается, что професси-
ональный стандарт педагога отражает структуру его профессиональной дея-
тельности: обучение, воспитание и развитие ребенка. В соответствии со стра-
тегией современного образования в меняющемся мире, он существенно на-
полняется психолого-педагогическими компетенциями, призванными помочь
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учителю в решении новых стоящих перед ним проблем, в частности, выявле-
нием динамики развития ученика, осуществления индивидуального подхода
к каждому ученику, определения стратегии обучения особых детей и др.

Второе направление акцентирует внимание на овладении современными
информационными технологиями и эффективном их использовании в про-
фессиональной деятельности.

Что касается повышения предметной компетентности, то это направ-
ление связано напрямую с профессиональной компетентностью учителя-
предметника. Профессиональная компетентность учителя математики рас-
сматривается отдельно, учитывая особую важность в среднем образовании
(хотя бы потому, что по этому предмету ЕГЭ сдают все выпускники школы).

Нужно сказать, что все эти три направления были учтены при определе-
нии цели, задач и содержания программы повышения квалификации учите-
лей математики. Конечно, основное внимание было обращено на повышение
предметной компетентности, которая рассматривалась в связи с реализацией
ФГОС среднего (полного) общего образования.

Мы отобрали часть содержания программы повышения квалификации,
определили спектр тех вопросов, которые являются значимыми и актуаль-
ными для повышения уровня профессиональной компетентности современ-
ного учителя математики, а также структурировали отобранное содержание
наиболее оптимальным образом для удовлетворения потенциальных образо-
вательных запросов слушателей.

Основные задачи, которые мы перед собой поставили: раскрыть особен-
ности реализации современных методик обучения при обучении математики,
подготовить учащихся к различным видам аттестации, пополнить современ-
ную копилку современного учителя математики.

Отбор содержания программы проводился в соответствии со следующими
принципами:

(1) все рассматриваемые в программе вопросы обладают высокой степе-
нью новизны, прежде всего для практикующего учителя математики;

(2) все теоретические аспекты имеют ярко выраженное практическое зна-
чение для учителя;

(3) все вопросы определяются, исходя из потребностей современного учи-
теля, выявленные в ходе опросов, личных бесед, наблюдений, в том
числе и в процессе проведения педагогической практики студентов
факультета.

Была разработана следующая программа действий:
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• теоретический материал;
• подробное решение примера;
• задания для самостоятельной работы, содержащие ответы.

На примере рассмотрим способы отыскания рациональных корней алгебра-
ического уравнения с целыми коэффициентами, и увидим, что существуют
нетрадиционные способы решения задач.

Решить уравнение 2x3 − 7x2 + 5x− 1 = 0.
Решение
Рассмотрим первый (традиционный) способ. Целых корней уравнение

не имеет, находим рациональные корни уравнения. Пусть p/q несократимая
дробь является корнем уравнения, тогда p находим среди делителей свободно-
го члена, т. е. среди чисел ±1, а q среди положительных делителей старшего
коэффициента: 1; 2.

Т. е. рациональные корни уравнения надо искать среди чисел ±1, ±1/2,
обозначим

P3(x) = 2x3 − 7x2 + 5x− 1, P3(1) 6= 0, P3(−1) 6= 0

P3(1/2) = 2/8− 7/4 + 5/2− 1 = 0, 1/2 - корень уравнения.

2x3 − 7x2 + 5x− 1 = 2x3 − x2 − 6x2 + 3x+ 2x− 1 = 0.

Получим: x2(2x− 1)− 3x(2x− 1) + (2x− 1) = 0; (2x− 1)(x2 − 3x+ 1) = 0

Приравниваем второй множитель к нулю, получим:

x2 − 3x+ 1 = 0

D = b2 − 4ac = 9− 4 = 5

x2,3 =
3±
√

5

2

Ответ: x1 =
1

2
, x2,3 =

3±
√

5

2
.

Рассмотрим второй способ. Поделим наше уравнение на x3, получим:

2− 7

x
+

5

x2
− 1

x3
= 0

Сделаем замену: 1
x = y, получим:

2− 7y + 5y2 − y3 = 0

−y3 + 5y2 − 7y + 2 = 0

Делители числа 2 : ±1, ±2. Подставляем в уравнение, получим:
−1 + 5− 7− 2 6= 0,⇒ 1 - некорень
1 + 5 + 7 + 2 6= 0,⇒ −1 - некорень
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−8 + 20− 14 + 2 = 0,⇒ 2 - корень
8 + 20 + 14 + 2 6= 0,⇒ −2 - некорень

−1 5 −7 2

2 −1 3 −1 0

−y3 + 5y2 − 7y + 2 = (y − 2)(−y2 + 3y − 1)

−y2 + 3y − 1 = 0

D = b2 − 4ac = 9− 4 = 5

y2,3 =
2

3±
√

5

y =
1

x
⇒ x1 =

1

2
, x2,3 =

3±
√

5

2
.

Ответ: x1 =
1

2
, x2,3 =

3±
√

5

2
.

Рассмотрим третий способ. Умножим наше уравнение на 4, получим:

8x3 − 7 · 4 · x2 + 5 · 4x− 4 = 0

Осуществим замену: 2x = y ⇒ 4x2 = y2, 8x3 = y3, получим:

y3 − 7y2 + 10y − 4 = 0

Находим делители числа -4: ±1;±2;±4.
1− 7 + 10− 4 = 0 ⇒ 1 - корень;
−1− 7− 10− 4 6= 0 ⇒ −1 - некорень;
8− 14 + 20− 4 6= 0 ⇒ 2 - некорень;
−8− 14− 20 + 8 6= 0 ⇒ −2 - некорень;
64− 84 + 40− 4 6= 0 ⇒ 4 - некорень;
−64− 84− 40− 4 6= 0 ⇒ −4 - некорень.

1 −7 10 −4

1 1 −6 4 0

y3 − 7y2 + 10x− 4 = (y − 1)(y2 − 6y + 4)

y2 − 6y + 4 = 0

D = b2 − 4ac = 36− 16 = 20

y2,3 =
6± 2

√
5

2
= 3±

√
5

y = 2x⇒ x1 =
1

2
, x2,3 =

3±
√

5

2
.

Ответ: x1 =
1

2
, x2,3 =

3±
√

5

2
.
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Введение. Системы обыкновенных дифференциальных уравнений с им-
пульсным воздействием (импульсные системы) являются удобным инструмен-
том моделирования эволюции процессов разнообразной природы, описывае-
мых конечным числом параметров, которые подвергаются сильным кратко-
временным воздействиям, вызывающим скачкообразное изменение значений
этих параметров. Одной из основных задач, решаемых при анализе матема-
тической модели, является отыскание условий, обеспечивающих устойчивость
заданного режима. В настоящей работе рассматривается импульсная система
с импульсными воздействиями в заданные моменты времени [1]. Определе-
ние устойчивости по Ляпунову для таких систем точно такое же, как и для
обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ). Основные результаты
теории устойчивости ОДУ имеют соответствующие аналоги в теории устойчи-
вости дифференциальных уравнений с импульсным воздействием рассматри-
ваемого типа. В частности, справедлива теорема об устойчивости по первому
приближению: если матрицант линейного приближения экспоненциально убы-
вает при t→∞, то нулевое решение квазилинейной системы асимптотически
устойчиво.
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Критическим случаем устойчивости называют ситуацию, когда характер
устойчивости нулевого решения исследуемой нелинейной системы дифферен-
циальных уравнений невозможно установить, располагая информацией о ха-
рактере устойчивости системы линейного приближения в нуле. Этот важный
(как с теоретической, так и с практической точки зрения) феномен достаточно
хорошо изучен в теории устойчивости ОДУ [2]. Критический случай устойчи-
вости в импульсной системе характеризуется значительно большим разнооб-
разием реализаций по сравнению с системами без импульсных воздействий.
Это объясняется тем, что эволюция решений импульсной системы реализует-
ся как взаимодействие непрерывной (гладкой) и дискретной подсистем. Как
следствие все импульсные системы рассматриваемого класса являются неав-
тономными и наследуют сложность поведения решений, характерную для раз-
ностных уравнений.

Периодическая импульсная система. Рассмотрим нелинейную им-
пульсную систему второго порядка

ẋ = Ax+
∑
|m|≥2

gmx
m, t 6= τk, (1)

x(t+) = Bx(t) +
∑
|m|≥2

hmx
m(t), t = τk, (2)

где τk = τ0 + kθ, θ > 0, gm, hm ∈ R2, m = (m1,m2) ≥ 0, |m| = m1 + m2,
xm = x

m1
1 x

m2
2 , A, B — постоянные матрицы с вещественными элементами,

x(t+) = lim
τ→ t+0

x(τ). Такие импульсные системы называют периодическими [1].

Система уравнений в вариациях в нуле

ẏ = Ay, t 6= τk, y(τ+
k ) = By(τk), (3)

предполагается устойчивой. Решение этой системы легко выписать в явном
виде. Пусть t0 ∈ [τk0−1, τk0), тогда

y(t, t0, y
0) = e(t−t0)Ay0 при t ∈ [t0, τk0 ],

y(τk0) = e(τk0
−t0)Ay0, y(τ+

k0
) = Be(τk0

−t0)Ay0,

y(τk0+1) = eθABy(τk0), y(τ+
k0+1) = BeθAy(τ+

k0
).

Очевидно, что для всякого s = 1, 2, . . .

y(τk0+s) = (eθAB)sy(τk0), y(τ+
k0+s) = (BeθA)sy(τ+

k0
). (4)

Из (4) следует, что система линейного приближения (3) устойчива, когда
спектр матрицы монодромии BeθA лежит в единичном круге комплексной
плоскости. При этом критический случай будет иметь место, если одно или
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оба собственных значения матрицы BeθA попадают на единичную окружность
комплексной плоскости.

Обозначим ρ1, ρ2 собственные значения матрицы BeθA, которые будем на-
зывать мультипликаторами. Критические случаи в системе (1)-(2) естествен-
ным образом разделяются на три класса:

1) ρ1 = ±1, ρ2 = ρ, |ρ| < 1;

2) |ρ1| = |ρ2| = 1, ρ1ρ2 = −1; (5)

3) ρ1,2 = ξ ± iη, ξ2 + η2 = 1.

Динамику импульсной системы (1)-(2) можно описать специальной дис-
кретной системой. Особенно просто это реализовать для линейной систе-
мы (3).

Пусть τ ∈ (0, θ]. Тогда

y(τk0 + τ) = eτABy(τk0), y(τk0+1 + τ) = eτABy(τk0+1) = eτABeθABy(τk0) =

= eτABeθAe−τAeτABy(τk0) = [eτABeθAe−τA]y(τk0 + τ).

Матрица eτABeθAe−τA подобна матрице BeθA и, следовательно, имеет тот же
спектр. Далее

y(τk0+2 + τ) = eτABy(τk0+2) = eτABeθABy(τk0+1) =

= eτABe(θ−τ)AeτABy(τk0+1) = eτABeθAe−τAy(τk0+1 + τ) =

= [eτABeθAe−τA]2y(τk0 + τ).

Следовательно,

y(τk0+s + τ) = [eτABeθAe−τA]sy(τk0 + τ), s = 1, 2, . . . (6)

Таким образом, мы показали, что значения решения y(t) системы (3) мож-
но в любой точке t вычислить по формуле (6). Эта формула определяет ре-
шение дискретной линейной системы с матрицей

Ωτ = eτABeθAe−τA, 0 < τ ≤ θ. (7)

Матрица линейного приближения дифференциального уравнения (1) от-
носится к одному из трех возможных классов в зависимости от расположения
собственных значений λ1, λ2 матрицы на комплексной плоскости:

1) λ1, λ2 ∈ R;

2) λ1 = λ2 = λ ∈ R и имеется только один собственный вектор;

3) λ1,2 = α± iβ ∈ C.
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Другими словами, матрица A вещественно подобна одной из трех матриц:

1)

(
λ1 0

0 λ2

)
, λ1, λ2 ∈ R; 2)

(
λ 1

0 λ

)
; 3)

(
α −β
β α

)
. (8)

Если допустить комплексное преобразование подобия, то третий класс вольет-
ся в первый.

Матрица A всегда может быть приведена к одному из канонических пред-
ставлений (8): A = M−1JM , detM 6= 0, M — вещественная матрица, J —
каноническая форма Жордана. При этом в результате линейной замены пе-
ременных ỹ = My или y = M−1ỹ система (3) приводится к виду

˙̃y = Jỹ, t 6= τk, ỹ(t+) = B1ỹ(t), t = τk, (9)

где B1 = MBM−1. Поскольку eθA = eθM
−1JM = M−1eθJM , то

B1e
θJ = MBM−1MeθAM−1 = MBeθAM−1,

то есть спектр матрицы монодромии не меняется при неособенном преобразо-
вании переменных в системе (3).

Однако одновременно привести к каноническому виду и матрицу A, и мат-
рицу B возможно лишь при дополнительном условии коммутируемости мат-
риц: AB = BA.

Для исследования критического случая устойчивости системы вида (1)-(2)
можно применить метод обобщенных функция Ляпунова [3].

Заключение. В работе предложена классификация критических случа-
ев устойчивости периодической импульсной системы на простом примере си-
стемы второго порядка. Классификация для периодической системы любого
конечного порядка проводится аналогично и основана на спектре матрицы
монодромии. Показано, что эволюция решений импульсной системы модели-
руется рекуррентным уравнением.
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Рассмотрим периодическую систему дифференциальных уравнений с им-
пульсными воздействиями в фиксированные моменты времени [1]:

ẋ1 = αx1 − βx2 +
∑
|m|≥2

g1
mx

m, ẋ2 = βx1 + αx2 +
∑
|m|≥2

g2
mx

m, t 6= τk, (1)

x1(t+) = e−αθ[(cos γ)x1(t)− (sin γ)x2(t)] +
∑
|m|≥2

h1
mx

m(t),

x2(t+) = e−αθ[(sin γ)x1(t) + (cos γ)x2(t)] +
∑
|m|≥2

h2
mx

m(t), t = τk.
(2)

τk = τ0+kθ, θ > 0, k = 1, 2, . . . , x = (x1, x2)T , α, β, g1
m, g2

m, γ — действительные
числа, xm = xm1

1 xm2
2 , m = (m1,m2) ≥ 0 — мультииндекс, |m| = m1 +m2.

Особенность рассматриваемой системы в том, что система линейного при-
ближения, как хорошо видно из уравнений, всего лишь неасимптотически
устойчива и потому в системе наблюдается критический случай устойчиво-
сти движения, хорошо изученный для дифференциальных уравнений [2], но
мало изученный для импульсных систем.

Для упрощения дальнейших выкладок приведем систему (1)–(2) к более
простому виду, переходя к комплексно сопряженным переменным z = x1+ix2,
z = x1 − ix2. Переменные z и z комплексно сопряженные, поэтому в дальней-
шем будет достаточно записывать только уравнение для z.

После замены переменных исходная система примет вид

ż = λz +
∑
|m|≥2

GmZ
m, t 6= τk, (3)

z(t+) = e−αθ+iγz(t) +
∑
|m|≥2

HmZ
m(t), t = τk (4)

Здесь записаны только уравнения для z, λ = α+ iβ, Z = (z, z)T .
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Выпишем явные формулы для коэффициентов Gm при |m| = 2 и |m| = 3

имеют вид:

G20 =
1

4

(
g1

20 + g2
11 − g1

02

)
+
i

4

(
g2

20 − g1
11 − g2

02

)
,

G11 =
1

2

(
g1

20 + g1
02

)
+
i

2

(
g2

20 + g2
02

)
,

G02 =
1

4

(
g1

20 − g2
11 − g1

02

)
+
i

4

(
g2

20 + g1
11 − g2

02

)
,

(5)

G30 =
1

8

(
g1

30 + g2
21 − g1

12 − g2
03

)
+
i

8

(
g2

30 − g1
21 − g2

12 + g1
03

)
,

G21 =
1

8

(
3g1

30 + g2
21 + g1

12 + 3g2
03

)
+
i

8

(
3g2

30 − g1
21 + g2

12 − 3g1
03

)
,

G12 =
1

8

(
3g1

30 − g2
21 + g1

12 − 3g2
03

)
+
i

8

(
3g2

30 + g1
21 + g2

12 + 3g1
03

)
,

G03 =
1

8

(
g1

30 − g2
21 − g1

12 + g2
03

)
+
i

8

(
g2

30 + g1
21 − g2

12 − g1
03

)
.

(6)

В теории обыкновенных дифференциальных уравнений по инициативе Ан-
ри Пуанкаре применяется подход, позволяющий упростить структуру нели-
нейных слагаемых в правой части системы дифференциальных уравнений [2].
Идея состоит в применении нормализующего почти тождественного преобра-
зования, которое реализуется в виде последовательности преобразований вида

w = z +
∑
|m|=s

WmZ
m, s = 2, 3, . . . . (7)

Начнем с поиска подходящего квадратичного преобразования

w = z +W20z
2 +W11zz +W02z

2. (8)

Преобразование (8) задается явно, а обратное преобразование уже будет опре-
деляться бесконечным рядом и может быть явно задано лишь приближенно.
Чтобы выполнить квадратичное преобразование (8) в нашей системе (3)–(4) и
найти в явном виде коэффициенты правой части преобразованного уравнения
до кубических слагаемых включительно нам потребуется найти коэффициен-
ты разложения z по степеням w и w до членов 3-й степени включительно:

z = w −
∑
|m|=2

Wmw
m1wm2 +

∑
|m|=3

Zmw
m1wm2 + . . . , (9)
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где
Z30 = 2W 2

20 +W11W 02,

Z21 = 2W20W11 +W11

(
W 11 +W20

)
+ 2W02W 02 =

= 3W20W11 + |W11|2 + 2|W02|2,

Z12 = 2W20W02 +W11

(
W 20 +W11

)
+ 2W02W 11 =

= 2W20W02 + 2W 11W02 +W 2
11 +W11W 20 =

= 2W02(W20 +W 11) +W11(W 20 +W11),

Z03 = W11W02 + 2W02W 20 =

= W02(W11 + 2W 20).

Теперь мы готовы найти правые части дифференциального уравнения для
w до слагаемых третьей степени включительно.

dw

dt
= λw+

∑
|µ|=2

[
Gmu + (µ1λ+ µ2λ− λ)Wmu

]
×wµ1wµ2 +

∑
|ν|=3

W̃νw
ν1wν2 + . . .

(10)
Выпишем в явном виде выражения для W̃ν , |ν| = 3.

W̃30 = λZ30 − 2(G20 + λW20)W20 − (G11 + λW11)(W02) + 2G20 +G02. (11)

W̃21 = λZ21 − 2(G20 + λW20)W11 − (G11 + λW11)(W11 +W20)−

− [G02 + (2λ− λ)W02]W02 + 2G11 +G20 +G11 + 2G02. (12)

W̃12 = λZ12 − 2(G20 + λW20)W02 − (G11 + λW11)(W20 +W11)−

− [G02 + (2λ− λ)W02]W11 +G11 + 2G02 +G20 + 2G11. (13)

W̃03 = λZ03 − (G11 + λW11)W02 − [G02 + λW11)(W20 +W11)−

+ (2λ− λ)W02]W20 +G02 + 2G20. (14)

Вид этих формул демонстрирует трудоемкость нелинейных замен перемен-
ных. Для таких преобразований используются различные системы компью-
терной алгебры, позволяющие выполнять нелинейные преобразования любой
сложности. Однако получение формул вида (11)–(14) с помощью компьютер-
ных программ требует большого опыта работы с такими программами, так
как результат, выдаваемый компьютером, обычно нуждается в дополнитель-
ной ручной обработке.
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Выпишем полностью уравнения системы (3)–(4) в новых переменных с точ-
ностью до членов второй степени

dw

dt
= λw +

∑
|m|≥2

[
Gm + (α + i(m1 −m2 − 1)β)Wm

]
wm1wm2 + . . . , t 6= τk,

(15)

w(t+) =
{
w(t) +

∑
|m|≥2

[
Hm+

+Wm(e−αθ+i(m1−m2−1)γ − 1)
]
wm1(t)wm2(t)

}
e−αθ+iγ + . . . , t = τk. (16)

Теперь можно выбрать Wm, |m| = 2, так, чтобы уничтожить квадратичные
мономы либо в уравнении (15), либо в правой части (16). Квадратичные слага-
емые в операторе импульсного воздействия будут уничтожены, если выбрать
коэффициенты Wm из условий

Hm +Wm(e−αθ+i(m1−m2−1)γ − 1) = 0, |m| = 2,

Wm =
Hm

1− exp[−αθ + i(m1 −m2 − 1)γ]
.

В результате последовательности замен переменных вида (7) можно при-
вести исходную импульсную систему к так называемой полунормальной фор-
ме, в которой при определенных предположениях уничтожаются нелинейные
одночлены до любой конечной степени либо в дифференциальной части им-
пульсной системы, либо в дискретной части. Одновременное упрощение этих
составляющих невозможно.
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Одним из важнейших частей современного среднего образования в РФ яв-
ляется математика. Она учит логическому мышлению, анализировать, обоб-
щать, принимать правильные решения в нестандартных ситуациях. В школь-
ной программе часто происходят изменения, детям дают примеры повышен-
ной сложности, которые вызывают определенные трудности. Для более глу-
бокого усвоения пройденного материала учащимися, все чаще уделяется вни-
мание внеклассной дополнительной работе по математике. Поэтому система
образования постоянно нуждается в дополнительных учебниках, методиче-
ских указаниях для учителей и учеников.

Одним из больших и важных тематических разделов в математике явля-
ются иррациональные уравнения и неравенства. С понятием иррациональ-
ность ученики впервые встречаются в восьмом классе и, в дальнейшем, на
протяжении всего обучения оно усложняется. Иррациональные уравнения и
неравенства выпускники встречают в итоговых контрольных работах, диагно-
стических работах и в ЕГЭ.

В школьной программе на наш взгляд выделяется недостаточное коли-
чество часов для решения иррациональных уравнений и неравенств, поэто-
му рекомендуется уделить этой теме отдельное внимание, рассмотрев ее на
внеурочной деятельности или консультациях. Для этого разработано мето-
дическое пособие «Методы и способы решения иррациональных уравнений и
неравенств».

Статья посвящена презентации методического пособия для преподавате-
лей и студентов. «Способы и методы решения иррациональных уравнений и
неравенств», написанного автором статьи. Целью данного пособия является
научить решать указанные уравнения и неравенства учащихся средних школ с
помощью различных методов, видеть какой из способов применим и наиболее
подходит к решению данной задачи, а также оказывать известную техниче-
скую и методическую помощь учителям математики. Остановимся подробно
на содержании пособия. Методическое пособие состоит из двух основных ча-
стей.
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В первой части дано определение иррационального уравнения, рассмотре-
ны основные способы решения этих уравнений, данные методы проиллюстри-
рованы примерами. Перечислим методы решения иррациональных уравнений,
приведенных в пособии.

1. Метод пристального взгляда. [5]
Этот метод основан на следующем теоретическом положении: "Если функ-

ция y = f(x) возрастает на области определения и число a входит во множе-
ство значений, то уравнение f(x) = a имеет единственное решение".

2. Метод возведения обеих частей уравнений в одну и ту же сте-
пень.[1]

Этот метод базируется на теореме, в которой говорится, что если возвести
обе части уравнения f(x) = q(x) (1) в натуральную степень n, то уравнение
fn(x) = qn(x) (2). Уравнение (2) является следствием уравнения (1).

3. Решение уравнений с использованием замены неизвестной.[2]
Данный способ рекомендует введение вспомогательной переменной, кото-

рая в ряде случаев приводит к упрощению уравнения. Чаще всего в каче-
стве новой переменной используют входящий в уравнение радикал. При этом
уравнение становится рациональным или дробно-рациональным относительно
новой переменной.

4. Метод разложения на множители выражений, входящих в
уравнение.[5]

Если уравнение сводится к виду f(x)g(x) = 0, то решают уравнения
f(x) = 0, g(x) = 0 и решение исходного уравнения есть объединение кор-
ней последних двух уравнений.

5. Метод выделения полных квадратов.[5]
В этом методе часто используется формула

√
a2 = |a|.

6. Метод оценки.[2]
Метод применим в том случае, когда подкоренные выражения представля-

ют собой квадратный трехчлен, не раскладывающийся на линейные множите-
ли. Поэтому целесообразно перед решением уравнения исследовать свойства
левой и правой частей уравнения.

7. Иррациональные уравнения, содержащие степени выше вто-
рой.[4]

В предложенном методе нужно воспользоваться утверждением : если урав-
нение имеет вид n

√
f(x) = q(x),то его можно решить, возводя обе части этого

уравнения в степень n. Полученное уравнение f(x) = q(x)n при нечетном n

равносильно данному уравнению, а при четном n является следствием, ана-
логично рассмотренному выше случаю при n = 2.
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Вторая часть методического указания начинается с определения иррацио-
нального неравенства и содержит основные методы и способы решения этих
неравенств, которые иллюстрируются с примерами.

Перечислим способы решения иррациональных неравенств, указанных в
пособии.

1. Метод определения области допустимых значений. [3]
В этом случае область допустимых значений (ОДЗ) неравенства есть мно-

жество значений неизвестной, при которой неравенство является верным.
2. Равносильные преобразования.[4]
Данный пункт говорит о том, что не всегда нужно искать ОДЗ; правильное

решение обеспечивается соответствующими равносильными преобразования-
ми.

В этом разделе рассматривается уравнения двух видов√
f <
√
q и f

√
q ≥ 0.

3. Возведение в степень. [1]
Одним из методов решения иррациональных неравенств является последо-

вательное возведение обеих частей неравенства в степень с целью освобожде-
ния от корня. В этом разделе также приведен пример двукратного возведения
в квадрат. Здесь же рассматриваются неравенства двух видов√

f < q и
√
f > q.

4. Замена переменной.[4]
В некоторых заданиях полезно сделать замену неизвестной, обозначив ко-

рень из некоторого выражения, содержащего неизвестную новой буквой.
5. Умножение на сопряженное.[4]
В данном методе, приводится пример о том, что в некоторых возможных

случаях полезно умножить или разделить обе части уравнения на сопряжен-
ное к некоторому выражению.

Обе части методического указания заканчиваются примерами для само-
стоятельного решения и контроля учащихся.

Вывод: В методическом пособии «Методы и способы решения иррацио-
нальных уравнений и неравенств» ясно и доступно изложены принципы на-
хождения правильного ответа. На базе этого методического указания уча-
щиеся должны приобрести умения решать задачи более высокого уровня, по
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сравнению с обязательным уровнем сложности, грамотно излагать собствен-
ные рассуждения, применять рациональные приемы вычислений, использо-
вать различные способы и методы решений.
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В вещественном m–мерном евклидовом пространстве Em конечная
группа G, порождена ортогональными отражениями относительно N(G)

гиперплоскостей с общей точкой O. В прямоугольной системе коор-
динат алгебраическую поверхность порядка n зададим уравнением
φ(−→x ) = 0, где φ(−→x )–многочлен степени n относительно координат век-
тора −→x = (x1, ..., xm).Множеству всех гиперповерхностей, инвариантных
относительно одной и той же группы G, соответствует множеству φ(−→x ),
образующее алгебру IG.

В работе Флатто дан метод нахождения базиса алгебры I(G) для груп-
пы ортогональных отражений G, действующих в Em. Теорема дает алго-
ритм получения базисных инвариантов алгебры I(G). Он состоит в сле-
дующем: выбираем из первых i строк I(x, y) минор Di(x, y) размерно-
сти i × i тождественно неравный нулю. Тогда Di(x, y) − Ai(x) · Bi(y),где
Bi(y) = I1(y), ..., Ii(y) : Ii(y) = Bi(y)/Bi−1(y)(1 ≤ i ≤ n) и B0 = 1.
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С помощью вышеперечисленной теоремы находим образующие алгебры по-
линомов, относительно группы симметрий правильного шестиугольника. Вы-
берем систему координат так, чтобы оси симметрии имели следующий вид:

x = 0, y = 0, x+
√

3y = 0, x−
√

3y = 0, x+
1√
3
y = 0, x− 1√

3
y = 0.

Тогда алгебра полиномов, инвариантных относительно группы симметрий
правильного шестиугольника имеет две образующие:

I1 = x2 + y2 = C, I2 = x6 + y6 + 15x2y4 − 15x4y2 = C.

Рассмотрим различные кривые с группой симметрии правильного шести-
угольника.

n = 2, I1 = C, C − const; n = 4, I2
1 = C, C = 5, получаем график функции,

изображённый на рис.1. n = 6, αI2 + βI3
1 = C, если α = β, C–возрастает, то

получаем график функции, изображённый на рис.2.

РИС.1 РИС.2

n = 6, αI2+βI3
1 = C, если α и β–возрастают, C−const, то получаем график

функции, изображённый на рис.3.
n = 6, αI2 + βI3

1 = C, если α и β–убывают, C − const, то получаем график
функции, изображённый на рис.4.
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РИС.3 РИС.4
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В работе рассматриваются идеальные пространства измеримых операторов,
присоединенных к конечной алгебре фон Неймана.

ПустьM – конечная алгебра фон Неймана, U(M) – множество всех уни-
тарных операторов из M, S(M) – ∗-алгебра измеримых операторов, присо-
единенных к M, P(M) – множество ортопроекторов, τ – точный нормаль-
ный конечный след на M такой, что τ(1) = 1. Алгебраические операции в
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S(M) представляют собой сильное произведение и сильную сумму операто-
ров: T +̇S = T + S и T · S = TS.

Линейное подпространство E в S(M) называется идеальным, если выпол-
нены следующие условия:

1). Если T ∈ E, то T ∗ ∈ E;
2). Если T ∈ E, S ∈ S(M) и |S| ≤ |T |, то S ∈ E.
Обозначим через Eh = S(M)h ∩ E эрмитову часть E, а через

E+ = S(M)+ ∩E – конус положительных эрмитов.
В следующем предложении приведены свойства идеального подпростран-

ства, которые получаются непосредственно из определения.

Предложение 1. 1). T ∈ E тогда и только тогда, когда |T | ∈ E;
2). T ∈ E тогда и только тогда, когда ReT ∈ Eh, ImT ∈ Eh;
3). Если T ∈ E и U ∈ U(M), то UT ∈ E;
4).ME =MEM = E;
5). T ∈ Eh тогда и только тогда, когда T+ ∈ E+ и T− ∈ E+, где

T+ =
1

2
(|T |+ T ) и T− =

1

2
(|T | − T );

6). Если P ∈ E ∩ P(M), Q ∈ P(M) и Q � P , то Q ∈ E.

Для каждого оператора T ∈ S(M) через l(T ), r(T ) и z(T ) обозначается
соответствующие левый, правый и центральные носители T . Если T = T ∗, то
l(T ) = r(T ) = z(T ) = s(T ).

Пусть E идеальное подпространство в S(M). Рассмотрим семь проекторов
изM, которые определяются следующим образом:

Rl(E) = sup{l(T ) : T ∈ E}, RP(E) = sup{P : P ∈ E ∩ P(M)};

Rr(E) = sup{r(T ) : T ∈ E}, Rz(P )(E) = sup{z(P ) : P ∈ E ∩ P(M)};

R(E) = sup{s(T ) : T ∈ E+}, Rz(E) = sup{z(T ) : T ∈ E};

RZP (E) = sup{P : P ∈ E ∩ P(M) ∩ Z(M)}.
Легко видеть, что

Rl(E) = Rr(E) = R(E), RP(E) ≤ R(E) ≤ Rz(E)

и

RZP (E) ≤ RP(E) ≤ Rz(P )(E) ≤ Rz(E)
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Теорема 1. Если E – идеальное подпространство в S(M), то

Rl(E) = Rr(E) = R(E) = RP(E) = Rz(P )(E) = Rz(E) = RZP (E).

Доказательство. Центральный носитель оператора T ∈ S(M) представим в
виде

z(T ) = sup{z(P ) : P ∈ P(M), существует ε > 0, что εP ≤ |T |}.

Поэтому z(T ) ≤ Rz(P )(E) для любого T ∈ E, откуда Rz(E) ≤ Rz(P )(E). Так
как, с другой стороны Rz(P )(E) ≤ Rz(E), то Rz(E) = Rz(P )(E).

Покажем теперь, что для каждого ненулевого проектора P ∈ E существу-
ет проектор Q, такой что 0 < Q ≤ P и z(Q) ∈ E. Действительно, пусть
Mz : M → Z(M) условное математическое ожидание алгебры фон Нейма-
на M на ее центр Z(M). Так как 0 < P ≤ 1, то 0 < Mz(P ) ≤ 1 и потому
существует ненулевой проектор Z0 ∈ Z(M) и натуральное число k такие, что

1

k + 1
Z0 < Z0M

z(P ) ≤ 1

k
Z0.

Положим Q = Z0P . Ясно, что Z0 ≤ z(P ) и поэтому z(Q) = Z0z(P ) = Z0.
Кроме того, Mz(Q) = Mz(Z0P ) = Z0M

z(P ) откуда
1

k + 1
Z0 < Mz(Q) ≤ 1

k
Z0.

Рассмотрим проектор Z0 −Q.

Mz(Z0 −Q) = Mz(Z0)−Mz(Q) = Z0 −Mz(Q) ≥ k − 1

k
Z0.

Поэтому существует проектор Q2 ≤ Z0 − Q такой, что Mz(Q2) = Mz(Q),
и поэтому Q2 ∼ Q.

Рассуждая аналогично, получим k попарно ортогональных, эквивалент-
ных друг другу проектора Q1, Q2, Q3, . . . , Qk (мы полагаем Q1 = Q)такие, что

G =
k∑
i=1

Qi ≤ Z0. Тогда

Mz(Z0 −G) = Z0 −
k∑
i=1

Mz(Qk) < Z0 −
k

k + 1
Z0 =

1

k + 1
Z0 < Mz(Q)

и потому Z0 − G ≺ Q. Так как P ∈ E и Q ≤ P , то Q ∈ E и следовательно,
в силу предложения 1. (vi), Qi ∈ E, i = 1, 2, ..., k и G ∈ E, Z0 − G ∈ E и,
наконец, Z0 = z(Q) ∈ E.
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Для каждого ненулевого проектора P ∈ E рассмотрим множество

A(P ) = {Q ∈ P (M), Q ≤ P, z(Q) ∈ E}

Из доказанного выше следует, что A(P ) 6= {0}. Покажем, что

z(P ) = sup{z(Q), Q ∈ A(P )}.

Действительно, пусть H такой проектор, что H ≤ z(P ) и Hz(Q) = 0 для каж-
дого Q ∈ A(P ). Тогда z(H) ≤ z(P ) и z(H)z(Q) = z(Hz(Q)) = 0. Допустим, что
H1 = z(H)P > 0. Тогда существует такой проектор H2 такой, что 0 < H2 ≤ H1

И z(H2) ∈ E. Но тогда H2 ∈ A(H1) ⊂ A(P ) и значит z(H)z(H2) = 0. В то же
время z(H2) ≤ z(H1) ≤ z(H). Следовательно, z(H2) = 0 и поэтому H2 = 0.
Таким образом z(H)P = 0, откуда z(z(H)P ) = z(H)z(P ) = z(H) = 0 и H = 0.
Поэтому, z(P ) = sup{z(Q), Q ∈ A(P )}.

Так как для каждого Q ∈ A(P ), z(Q) ∈ E, то z(Q) ≤ RZP (E), откуда
z(P ) ≤ RZP (E) и Rz(P )(E) ≤ RZP (E).

Следовательно, Rz(P )(E) = RP(E) = RZP (E) = Rz(E) = R(E). Теорема
доказана. �

Проектор R(E) называется носителем идеального подпространства E.
Идеальное подпространство E в S(M) называется фундаментальным, ес-

ли проектор R(E) = 1.
Отметим, что как и коммутативном случае фундаментальное идеальное

подпространство E в S(M) вообще говоря не содержитM, т.е. R(E) = 1 6∈ E.
В то же время, еслиM – фактор, то как следует из теоремы 1.1, любое нену-
левое идеальное подпространство E в S(M) является фундаментальным и
содержитM.

Для фундаментальных идеальных подпространств в S(M) имеет место
следующее предложение.

Предложение 2. Если E фундаментальное идеальное подпространство в
S(M), то

1). существует подпоследовательность попарно ортогональных цен-

тральных проекторов Pn ∈ E (n = 1, 2, ..., ) таких, что
∞∑
n=1

Pn = 1;

2). для каждого оператора T ∈ S(M)+ существует последовательность
{Tn}∞n=1 операторов из E, что 0 ≤ Tn ↑ T .

Доказательство. 1). Первое утверждение следует из определения фундамен-
тальности и равенства

R(E) = RZP (E) = sup{P : P ∈ E ∩ Z(M) ∩ P(M)} = 1.
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2). Пусть T ∈ S(M)+ и {Pn}∞n=1 последовательность центральных проек-
торов из E такая, что {Pn} ↑ 1. Существует последовательность{T ′n}∞n= опера-
торов изM+ такая, что T ′n ↑ T . Ясно, что PkT ′n ↑ T ′n при k →∞. Кроме того,
для каждого n существует число ln такое, что T ′n ≤ ln · 1, откуда PkT ′n ≤ lnPk
и следовательно, PkT ′n ∈ E для всех k и n.

Рассмотрим Tn = PnT
′
n. Ясно, что последовательность {Tn} возрастает и

Tn ≤ T . Поэтому существует T ′ = supTn ≤ T . Для любого фиксированного m
PmTn ↑ PmT ′ и PmTn = Pm(PnT

′
n) = (PmPn)T ′n ↑ PmT . Поэтому для любого

m PmT
′ = PmT , откуда T = T ′. �
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Эта тема актуальна тем, что во много высших и других учебных заведени-
ях все чаще обращаются к такому виду проверки знаний. В настоящее время
заметна тенденция к переходу от традиционной формы контроля знаний, на-
пример, экзаменов, контрольных работ, к тестированию. В связи с информа-
ционной насыщенностью учебного процесса тестовая форма контроля знаний
значительно экономит и позволяет корректировать учебное время.

Тесты и тестовое методики стали использоваться в психологии, социоло-
гии, педагогике в конце прошлого века. Впервые термин тест был введен
Ф. Гальтоном, а широкое распространение получил после публикации статьи
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американского психолога Дж. М. Кеттела "Интеллектуальные тесты и изме-
рения". Среди первого широкого применения тестов в системе образования
следует упомянуть серию тестов французского психолога А. Бине для отбора
детей с пониженным уровнем интеллектуального развития (1904 г.). Затем в
США (Стенфордский университет) на основе этой методики был предложен
коэффициент IQ.

По результатам опроса учителей и учащихся можно сделать вывод, что
тестами интересуются абсолютно все: читают выпущенные брошюры, статьи
в журналах с рекомендациями специалистов, находят методические новинки в
глобальной сети Internet, посещают семинары и курсы, сравнивают различные
методики составления и проведения тестов в нашей стране и за рубежом – в
общем, не остаются равнодушными к проблеме тестирования. В последние
годы тесты получают все большее применение в практике обучения.

Задача этого проекта: создание тестов по теории массового обслужива-
ния на языке программирования C#. Работа носит прикладной характер, т.к.
данный проект предназначен для тестирования знаний учащихся. Его могут
применять преподаватели высших учебных заведений специализирующиеся в
области теории массового обслуживания.

В нашей стране к тестам в образовании отношение неоднозначное. Хоте-
лось бы отметить положительные стороны педагогических тестов. Во - пер-
вых, тесты привлекают своей оперативностью. Используя их, можно быстро
проверить и оценить уровень усвоения учебного материала. Благодаря это-
му, контроль правильности выполнения заданий значительно упрощается и
может быть выполнен в короткое время. Во - вторых, многие видят в исполь-
зовании тестов путь повышения объективности проверки и оценки знаний
и умений обучаемых. В - третьих, интерес к применению тестов в качестве
средства оценки возрос в последнее время еще и в связи с тем, что они рас-
сматриваются как наиболее перспективные измерители уровня обученности
учеников в условиях введения в практику школы образовательных стандар-
тов.

Программа тестирования создана на языке C #. Язык программирования
С# был создан в конце 1990-х годов и стал частью общей .NET-стратегии
Microsoft. Впервые он увидел свет в качестве бета-версии в середине 2000
года. Главным архитектором С# был Андерс Хейлсберг – один из ведущих
специалистов в области языков программирования, получивший признание
во всем мире. При создании C# его авторы учитывали достижения многих
других языков программирования: C++, C, Java, SmallTalk, Delphi, Visual
Basic и т.д. Надо заметить что по причине того, что C# разрабатывался с
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чистого листа, у его авторов была возможность , оставить в прошлом все
неудобные и неприятные особенности любого из предшествующих ему язы-
ков. В результате получился действительно простой, удобный и современный
язык, по мощности не уступающий С++, но существенно повышающий про-
дуктивность разработок. Ввиду очень удобного объектно-ориентированного
дизайна, C# является хорошим выбором для быстрого конструирования раз-
личных компонентов.

В данном проекте поставлена задача создания тестов по теории массового
обслуживания. Создана база данных – более полутора сотен заданий различ-
ного уровня сложности. Задания сгруппированы по темам.

Как происходит тестирование? Для выполнения теста у вас имеется 60
минут. Вам будет предложено 9 заданий. Каждое оценивается определенным
количеством баллов, в зависимости от сложности. Вернуться к исправлению
ошибочного ответа невозможно. При открытии теста у вас появляется око-
шечко, в строке необходимо ввести свою фамилию и группу. После ввода на-
жимаем клавишу Enter.

После нажатия клавиши Enter, тест автоматически открывает pdf-файл в
котором случайным образом собрано 9 заданий с разным уровнем сложности.
Сверху написана ваша фамилия и группа, дата и время начала прохождения
теста.
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В окошечке теста вы нажимаете на "выбрать задание" , затем выбираете пра-
вильный ответ и нажимаете "выбрать ответ".

При правильном ответе вам засчитывается определенное количество баллов,
если же ответ неправильный вам насчитывается "0" баллов. Максимально
возможная сумма баллов — 50.

По окончанию теста создается pdf-файл с вашим результатом, подсчитан-
ным в баллах и процентах правильных ответов (баллов) по отношению к об-
щему количеству заданий.



66

Этот проект позволит руководителю теста проводить тестовый контроль зна-
ний учащихся. Анализ результатов представлен в виде информации о выстав-
ление оценки на количестве правильных ответов. Тестовая форма контроля
лишь дополнительное средство контроля знаний учащихся, но программы-
тесты нужны в нашем мире, так как они упрощают проверку учащихся на
успеваемость и знание материала.
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В современных условиях остро встал вопрос организации и внедрения тех-
нологий дистанционного обучения, как вида обучения, в наибольшей степе-
ни отвечающего задаче предоставления обучающимся возможности активно
участвовать в регулировании своей учебной деятельности и приобретения,
таким образом, навыков самостоятельности в добыче знаний в условиях их
быстрого устаревания в стремительно меняющемся мире.

Актуальность дистанционного обучения связана также и с тем, что данный
вид обучения способствует решению актуальных задач обеспечения доступ-
ности и качества образовательных услуг, учета в образовательном процессе
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индивидуальных потребностей и возможностей обучаемых. Значимой особен-
ностью дистанционного обучения выступает также возможность его приме-
нения в форс-мажорных обстоятельствах - таких, например, как природные
катаклизмы, техногенные аварии или сложные эпидемиологические условия,
нарушающих нормальное течение учебного процесса и вынуждающих к его
временному прерыванию в учебных заведениях, что, к сожалению, периоди-
чески случается.

Дистанционное обучение опирается на современные информационные и те-
лекоммуникационные технологии и, таким образом, задействует и повышает
компьютерную грамотность учащихся, совершенно необходимую сегодня каж-
дому человеку, что также обосновывает его значимость и актуальность.

Одновременно с этим актуальность и значимость приобретает вопрос
программно-методического обеспечения данного вида обучения с учетом как
особенностей технологии его осуществления, так и содержательной специфи-
ки учебных дисциплин.

Настоящая работа посвящена поиску оптимальных моделей и освоению
способов разработки методического инструментария для дистанционного
изучения учебной дисциплины "Алгебра"в средней школе. Выполняя постав-
ленные задачи, мы проанализировали существующие данные, касающиеся
методики преподавания математики, дистанционного обучения и методиче-
ского обеспечения дистанционного преподавания школьного курса алгебры,
а также предприняли попытку самостоятельной разработки некоторых
учебно-методических материалов для данного курса.

Алгебра как составная часть математики входит в число обязательных к
сдаче дисциплин при прохождении итоговой аттестации в средней школе и
при поступлении в вузы; при этом математика является одной из наиболее
трудных для овладения учебных дисциплин. Поэтому, несмотря на достаточ-
но устойчивый характер знаний, входящих в образовательный стандарт по
математике, методика ее преподавания постоянно совершенствуется с учетом
новейших достижений математических, психологических, педагогических, ки-
бернетических и др. наук. Это находит отражение в появлении новых учебни-
ков, учебных и методических пособий, других средств и технологий обучения,
в том числе - предназначенных для дистанционного изучения данной дисци-
плины.

Дистанционное обучение осуществляется в виде различных моделей, при
этом главными его компонентами являются виртуальные учебные материалы
и коммуникации. К ним относятся: мультимедийные материалы, электронные
учебники, Интернет-ресурсы, электронная почта, сетевые системы обучения,
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в т.ч. с наличием модулей самостоятельной оценки знаний и интерактивного
объяснения малопонятного материала, сетевой графический редактор, чат-
занятия, веб-форумы, он-лайн- и видео-конференции и другие. Неуклонный
рост технических возможностей и стремление к повышению качества обуче-
ния учащихся обосновывают постоянное усовершенствование компонентов ди-
станционного обучения.

Разработка компонентов дистанционного обучения осуществляется разны-
ми группами специалистов, при этом работа по содержательному и методиче-
скому наполнению виртуальных учебных материалов возлагается на специа-
листов в предметной области - носителей знаний по учебному курсу. В соот-
ветствии с этим, актуальными задачами ученых-предметников, методистов и
тьюторов (так называют преподавателей и учителей, работающих в дистан-
ционном режиме) становятся отбор и композиция (текстовая, графическая
и пр.) теоретического, предметного учебного материала, подготовка учебных
задач, примеров, упражнений, разработка заданий для самостоятельной ра-
боты, средств контроля знаний и др. в электронном виде.

Анализ публикаций по теме нашей работы показывает, что многие
педагоги-практики активно осваивают тьюторские функции и достигли
существенных успехов в разработке методического обеспечения дистанцион-
ного курса "Алгебра"(Барыльникова Ж.П., Загваздина М.А., Зайцева Т.С.
и другие), данная тема рассматривается в научных исследованиях (Снегу-
рова В.И. и др.). При этом потребность в новых разработках электронных
учебно-методических материалов и других форм обеспечения дистанционного
преподавания алгебры сохраняется.

Делясь опытом методической работы по разработке обеспечения дистан-
ционного обучения, ученые и педагоги обращают внимание на следующее:

- обучаемый должен иметь возможность четко осознавать свое продви-
жение по курсу, поэтому при разработке программ дистанционного обучения
важно тщательно распланировать занятия, включая организацию каждого из
них с постановкой целей и задач обучения;

- обучение предполагает не просто чтение учебного материала, но и ак-
тивное его осмысление и приложение полученных знаний на практике, для
этого разрабатываемые методические материалы должны содержать четкое
описание ожидаемых от ученика действий;

- "практическое приложение"знаний может быть реализовано как в виде
задач, примеров и упражнений, так и в виде прохождения тестов или выпол-
нения более сложных заданий;
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- результаты выполнения контрольных заданий и тестов обязательно долж-
ны проверяться - либо непосредственно, автоматически, либо учителем;

- при разработке методического оснащения дисциплин нужно учитывать
психологические закономерности восприятия, памяти, мышление, внимания,
возрастные особенности учащихся.

Выполняя практическую часть настоящей работы, состоящую в подготов-
ке электронных учебно-методических материалов по ряду тем курса "Алгеб-
ра"для их дистанционного преподавания, мы учитывали данные рекоменда-
ции.

В соответствии с задачами практической части были разработаны вирту-
альные учебно-методические комплексы по следующим темам: 1. Отношение,
пропорция, проценты. 2. Тождественные преобразования. Формулы сокращен-
ного умножения. 3. Уравнения, неравенства и их системы.

Каждая тема в комплексе представлена:
- теоретическим блоком, включающим основные понятия и формулы;
- набором практических заданий для текущей отработки навыков (с пояс-

нениями по их выполнению);
- набором заданий для самостоятельной работы и текущего самоконтроля;
- набором тестов, позволяющим осуществить итоговый самоконтроль изу-

чения каждой темы в режиме он-лайн.
Результаты выполненной работы свидетельствуют, что:
-дистанционное обучение по дисциплине "Алгебра"на сегодняшний день

требует расширения базы учебно-методического обеспечения, разрабатывае-
мого с учетом как содержательной специфики данного курса, так и организа-
ционных, технологических, психологических и других особенностей данного
вида обучения;

- освоение способов разработки учебно-методического инструментария для
дистанционного преподавания учебных дисциплин способствует систематиза-
ции и углублению предметных знаний и методических умений будущего учи-
теля математики, в связи с чем является актуальным аспектом его вузовской
подготовки.
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Системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) одномерные и дву-
мерные с матрицами, зависящими от разности или суммы индексов, находят
широкие приложения. В двумерном случае СЛАУ имеет вид

(Ax)i,k =
∑
j,l∈I1

ai−j,k−lxjl = fi,k, i, k ∈ I2, (1)

а в операторном
Ax = f. (2)

Множества индексов I1, I2 могут быть конечными и бесконечными, напри-
мер

I1 ={|j| <∞, |l| <∞} или {|j| <∞, l = 0, 1, 2, ...} или

{j = 0, 1, 2, ..., |l| <∞} или {j, l = 0, 1, 2, ..},

аналогично задается I2.
В случае I1 = I2 = {|j|, |l| < ∞} с помощью дискретного преобразования

Фурье [2] СЛАУ (1) приводим к алгебраическому уравнению

A(ξ, η) ·X(ξ, η) = F (ξ, η) (3)

при выполнении условий разрешимости

A(ξ, η) 6= 0 (4)

в образах Фурье решение имеет вид

X(ξ, η) = A−1(ξ, η) · F (ξ, η) (5)
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При нарушении условий (4) для приближенного решения применяется ме-
тод регуляризации [5].

В случае одного из индексов j или l = 0, 1, 2, ... исходное уравнение сводит-
ся к краевой задачи Римана теории аналитических функций. Рассмотрены и
более общие уравнения вида

x = Ax+ Tx+ f, (6)

где оператор T задается в виде

Tx ≡
∞∑
j,l=1

tijklxjl (7)

В работах Г.Я. Попова [1] рассматриваются уравнения с таким оператором:

x− Tx = f. (8)

Для того, чтобы записать рассматриваемые уравнения в операторной фор-
ме, в [1] вводятся некоторые нормированные пространства и доказывается их
полнота. В этих пространствах вводятся операторы, с помощью которых за-
писываются рассматриваемые уравнения. Доказывается компактность этих
операторов. Для приближенного решения рассматриваемых бесконечных си-
стем используется метод редукции, при котором верхний предел в бесконеч-
ных суммах заменяется конечным числом с увеличивающимися значениями.
Установлены критерии сходимости метода редукции для рассматриваемых
двумерных бесконечных систем алгебраических уравнений.

Теория одномерных бесконечных систем, когда искомыми являются не дву-
мерные числовые последовательности xim, i = 1, 2, ..., m = 1, 2, ..., а одно-
мерные числовые последовательности, т. е. xi, i = 1, 2, ..., достаточно хорошо
разработаны. Этой теории посвящена книга Ruth F. Curtain и Hans Zwart [8].
Элементы этой теории содержатся в книгах Канторовича Л.В., Акилова Г.П.
[7], Вулиха В.З. [6], там же указаны критерии сходимости приближенного ме-
тода редукции при решении указанных одномерных систем алгебраических
уравнений. В работе Ursell F. [11] устанавливается оценка погрешности это-
го метода. Вопросу единственности решения одномерных бесконечных систем
посвящены статьи Мелешко В.В., Гомилко А.М. [1] и Davis А.М. J. [9].

Близкие к изучаемым одномерные бесконечные СЛАУ рассматриваются в
работе Ф.Д. Гахова, Ю.И. Черского [2], а уравнения вида (6) в работе [3].
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В последние десятилетия активно развивается теория абстрактных локаль-
но выпуклых (и, в частности, нормированных) конусов. Имеется множество
примеров, которые указывают на важность теории выпуклых конусов для
самых разных разделов анализа. Так, к примеру, недавно И. В. Орловым бы-
ло предложено понятие выпуклого банахова конуса и на его базе построено
субдифференциальное исчисление отображений векторного аргумента с при-
ложениями в вариационном исчислении [1].

Однако многие объекты в анализе нельзя адекватно описать в терминах
выпуклых конусов. Например, если рассматривать набор необязательно вы-
пуклых подмножеств линейного пространства со стандартными операциями
сложения по Минковскому и умножения на скаляр, то эти действия не будут
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удовлетворять привычному набору свойств. В частности, не будет выполнять-
ся второй дистрибутивный закон, а также закон сокращения.

Ввиду этого в работе Ф.С. Стонякина [2] рассмотрены так называемые
сублинейные конусы, которые теряют второй дистрибутивный закон, а так-
же закон сокращения. Однако полное отсутствие второго дистрибутивного
закона и закона сокращения лишает сублинейные конусы существенного на-
бора свойств, и поэтому возникает вопрос адекватной замены этого закона.
В этой связи в [2] рассмотрено ослабление вышеупомянутого дистрибутивно-
го закона — выпуклый дистрибутивный закон (CDL): [x] = [y] ⇐⇒ x = y

([x] — выпуклая оболочка элемента x ∈ X), а также аналогичный аффинный
дистрибутивный закон (ADL), связанный с понятием аффинной оболочки
элемента x ∈ X :

(x) =

{
y ∈ X

∣∣∣∣ y +

m∑
k=1

αkx =

n∑
k=1

βkx, αk > 0, βk > 0,

n∑
k=1

βk −
m∑
k=1

αk = 1

}
.

Эти два закона приводят к новым алгебраическим структурам — выпук-
лому сублинейному конусу и аффинному сублинейному конусу. Если помимо
этого ещё ввести норму в таких конусах с естественным условием её инва-
риантности на аффинной (выпуклой) оболочке всякого элемента x ∈ X, то
можно говорить о выпуклом сублинейном нормированном конусе (ВСНК) или
аффинном сублинейном нормированном конусе (АСНК).

Развивая эту идеологию, мы вводим так называемые выпуклый и аффин-
ный частичные дистрибутивные законы, что приводит к соответствующим
классам сублинейных нормированных конусов (СНК).

Definition 1. Будем говорить, что СНК Х обладает аффинным частичным
дистрибутивным законом (X ∈ (APDL)), если существует подмножество
X̂ ⊂ X и операция ⊕ на X̂ такие, что:

(i) ∀x ∈ X существует и притом единственный x̂ ∈ X̂ : x ∈ (x̂),
причём ‖x‖ = ‖x̂‖;

(ii) ∀x̂, ŷ ∈ X̂, ∀x, y ∈ X: если x ∈ (x̂) и y ∈ (ŷ), то x+ y ∈ (x̂⊕ ŷ);
(iii) X̂ образует АСНК (ВСНК) относительно операции ⊕ и стандарт-

ного умножения на скаляр, причём X̂ обладает вторым дистрибу-
тивным законом и законом сокращения.

Аналогично рассматривается выпуклый частичный дистрибутивный закон
(CPDL). Для рассматриваемых классов СНК с выпуклым или аффинным
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частичным дистрибутивным законом мы вводим понятие ограниченного ло-
кально линейного функционала и на его базе строим аналоги понятия сопря-
жённого пространства в таких СНК.

Definition 2.
(i) Будем называть функционал ϕ : X → R ограниченным, если для неко-

торого C > 0 |ϕ(x)| 6 C · ‖x‖ ∀x ∈ X;
(ii) Ограниченный функционал ϕ : X → R будем называть локально

непрерывным, если lim
n→∞

ϕ(xn) = ϕ(x) при lim
n→∞

xn = x, xn, x ∈ (y)

для некоторого y ∈ X̂;
(iii) Функционал ϕ : X → R будем называть частично линей-

ным, если он положительно однороден и верно равенство
ϕ(a⊕ b) = ϕ(a) + ϕ(b) ∀a, b ∈ X̂.

Definition 3. Набор частично линейных локально непрерывных функциона-
лов ϕ будем называть сопряженным конусом к X и обозначать X∗.

В СНК с выпуклым частичным дистрибутивным законом доказан аналог
теоремы Хана-Банаха о продолжении линейного ограниченного функционала.
Отметим, что в невыпуклых конусах существенно условие «выпуклой инвари-
антности» функционала p ∈ IC(X): p([x]) одноточечно ∀x ∈ X. Легко видеть,
что свойство p ∈ IC(X) для p(x) = ‖x‖ верно во всяком выпуклом конусе, а
также в конусе ограниченных подмножеств нормированного пространства со
стандартной супремум-нормой. Подконусом Y ⊂ X будем называть Y , если
∀x, y ∈ Y : x = y + z верно z ∈ Y .

Theorem 1. Пусть X — СНК c (CPDL), на X задан выпуклый функционал
p : X → R, p ∈ IC(X), Y — подконус X и ϕ : Y → R — частично линейный
функционал такой, что |ϕ(y)| 6 p(y) ∀y ∈ Y . Тогда существует частич-
но линейный функционал L : X → R такой, что |L(x)| 6 p(x) ∀x ∈ X и
L(y) = ϕ(y) ∀y ∈ Y .

Следующий результат о разделении точек локально непрерывными частич-
но линейными функционалами верен уже в случае обоих аналогов второго
дистрибутивного закона.

Theorem 2. Если X — СНК с (APDL) или (CPDL) то для любых x 6= y

существует ϕ ∈ X∗: ϕ(x) 6= ϕ(y).

На базе предыдущих результатов в классе СНК с рассмотренными ана-
логами второго дистрибутивного закона введен аналог понятия компактно-
го субдифференциала (или K-субдифференциала) [1], построены примеры и
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доказаны основные свойства K-субдифференциалов. Сформулируем понятие
K-субдифференцируемости в важном для экстремальных задач случае функ-
ционалов f : X → R, X — СНК с (APDL) или (CPDL).

Definition 4. Назовем K–субдифференциалом отображения f : X → R по
направлению h ∈ X в точке x0 ∈ X множество

∂Kf(x0, h) :=
⋂
δ>0

∂Kf(x0, h, δ), где (1)

∂Kf(x0, h, δ) = co

{
f(x0 + λh)− f(x0)

λ

∣∣∣∣ 0 < λ < δ

}
,

если ∂Kf(x0, h) — компакт в R, а также ∀ε > 0 ∃ δε > 0: 0 < δ < δε
∂Kf(x0, h, δ) ⊂ ∂Kf(x0, h) + [−ε; ε].

Доказана простая формула для вычисления ∂Kf(x, h).

Theorem 3. Функционал f : X → R K-субдифференцируем в точке x по
направлению h тогда и только тогда, когда существуют конечные верхняя
и нижняя производные f по направлению h в этой точке: ∂f(x, h) и ∂f(x, h).

При этом ∂Kf(x, h) =
[
∂f(x, h); ∂f(x, h)

]
.

Definition 5. Пусть X — сублинейный конус и X ∈ (APDL) (или
X ∈ (CPDL)), Y — индуктивно упорядоченный сублинейный конус и
Y ∈ (APDL) (или Y ∈ (CPDL)). Оператор A : X → Y назовем частично
сублинейным, если: AX̂ ⊂ Ŷ , A(h1 ⊕ h2) � Ah1 ⊕Ah2, A(λh) = λ ·Ah ∀λ > 0.

Через RK будем обозначать набор выпуклых компактов на вещественной
прямой R с частичным порядком x � y ⇐⇒ x ⊂ y ∀x, y ∈ RK .

Definition 6. Будем говорить, что f K-субдифференцируем по Фреше в точ-
ке x0, если f K–субдифференцируем в этой точке по любому направлению
h ∈ X и K-субдифференциал по направлению ∂Kf(x0, h) частично сублинеен
по h, а также оператор ∂Kf(x0)h : X → RK (∂Kf(x0)h = ∂Kf(x0, h)) огра-
ничен и топологическое стягивание в (1) равномерно по всем направлениям
h: 0 < ‖h‖ ≤ 1.

Дифференцируемость f мы понимаем как одноточечность ∂Kf(x0). На
дифференцируемые и K-субдифференцируемые функционалы f переносят-
ся стандартные арифметические свойства, а также необходимое условие экс-
тремума 0 ∈ ∂Kf(x0). С использованием построенной теории рассмотрены
примеры экстремальных задач.
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Уравнения типа свертки и сводящиеся к ним (или к краевым задачам тео-
рии аналитических функций) задачи для уравнений в частных производных,
задачи для разностных уравнений имеют широкие приложения [1,2]. Ю.И.
Черский указывает на важность различных обобщений такого класса задач
[2]. В данной работе рассматривается пример разностно-краевой задачи ти-
па Карлемана. Результаты являются продолжением исследований начатых в
работах [2-4] и получены совместно с В.А. Лукьяненко.

Пусть требуется найти функцию uk(x, y) по условиям

∆uk(x, y) = 0, x ∈ R, k − 1 ≤ y ≤ k, (1)

uk(x, k)− uk(x, k − 1) = mk(x), x ∈ R,
∂
∂yuk+1(x, k) = e−x[uk(x, k − 1)− gk(x)].

(2)

Применим преобразование Фурье по переменной x [1]:

Uk(ξ, y) = Fuk(x, y).

Из (0.2) следует

Uk(ξ, k)− Uk(ξ, k − 1) = Mk(ξ), ξ ∈ R,
∂
∂yUk+1(ξ, k) = Φk(ξ + i),

Uk(ξ, k − 1)−Gk(ξ) = Φk(ξ).

(3)

Применяя преобразование Фурье к уравнению Лапласа (0.1) получим

(−iξ)2Uk(ξ, y) +
∂2

∂y2
Uk(ξ, y) = 0.
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Характеристическое уравнение имеет вид

λ2 − ξ2 = 0.

Откуда следует, что общее решение запишется в виде

Uk(ξ, y) = Ak(ξ)e−ξy +Bk(ξ)eξy

или
Uk(ξ, y) = Ak(ξ)shξ(y − k) +Bk(ξ)chξ(y − k), k − 1 < y < k.

Из (3) следует

Uk(ξ, k) = Ak(ξ)shξ(k − k) +Bk(ξ)chξ(k − k) = Bk(ξ),
∂
∂yUk(ξ, y) = Ak(ξ)ξchξ(y − k) +Bk(ξ)ξshξ(y − k),

Uk(ξ, k)− Uk(ξ, k − 1) = Bk(ξ)− [−Ak(ξ)shξ +Bk(ξ)chξ] = Mk(ξ).

(4)

Uk(ξ, k − 1)−Gk(ξ) = −Ak(ξ)shξ +Bk(ξ)chξ −Gk(ξ) = Φk(ξ),
∂
∂yUk+1(ξ, k) = Ak+1(ξ)ξchξ +Bk+1(ξ)ξshξ = Φk(ξ + 1).

(5)

Из системы
Ak(ξ)shξ +Bk(ξ)[1− chξ] = Mk(ξ),

−Ak(ξ)shξ +Bk(ξ)chξ = Gk(ξ) + Φk(ξ),
находим

Ak(ξ) =
chξMk(ξ)− [1− chξ][Gk(ξ) + Φk(ξ)]

shξ
,

Bk(ξ) =
shξ[Gk(ξ) + Φk(ξ)] + shξMk(ξ)

shξ
,

ξchξ

shξ
(chξMk+1(ξ)− [1− chξ][Gk+1(ξ) + Φk+1(ξ)])+

+
ξshξ

shξ
(shξ[Gk+1(ξ) + Φk+1(ξ)] + shξMk+1(ξ)) = Φk(ξ + i),

Φk(ξ + i) = ξ

[
chξ

shξ
+ 1

]
Φk+1(ξ) + ξ

[
chξ

shξ
chξ +

shξ

shξ
shξ

]
Mk+1(ξ)+

+ξ

[
shξ

shξ
shξ +

chξ

shξ
[1− chξ]

]
Gk+1(ξ).

Окончательно получаем разностно-краевую задачу

Φk(ξ + i) = ξ

[
chξ

shξ
+ 1

]
Φk+1(ξ) + G̃k+1(ξ), (6)

где

G̃k+1(ξ) = ξ
ch2ξ + sh2ξ

shξ
Mk+1(ξ) + ξ

sh2ξ − ch2ξ + chξ

shξ
Gk+1(ξ) =



78

=
ξ

shξ
[ch2ξMk+1(ξ) + (chξ − 1)Gk+1(ξ)]

или
Φk(ξ + i) = A(ξ)Φk+1(ξ) +Gk+1(ξ). (7)

Решение разностно-краевой залачи типа Карлемана (7) получено методом
факторизации. Разрешимость задачи зависит от индекса коэффициента A(ξ).
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Задачи восстановления имеют различную природу. В задаче восстановле-
ния изображения предполагается наличие некоторой модели косвенных изме-
рений в виде интегральных уравнений типа свертки. В этом случае под восста-
новлением понимается нахождение решения уравнения при наличии априор-
ной информации, заданного уровня погрешности оператора и правой части. В
более широком смысле необходимо восстановить модель (идентификация мо-
дели) и решение. Такого типа задачи некорректны и для их приближенного
решения разрабатываются регуляризирующие алгоритмы [1].

Актуальными являются и более простые задачи, в которых восстанавли-
ваются некоторые характерные точки искомой функции (точки экстремума,
участки монотонности и т.п.); экстремальные задачи восстановления парамет-
ров и др.

В работе рассматриваются примеры таких задач из оптики: восстановление
точек отражения, огибающих или особенностей (каустика); теории катастроф
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и др. Класс задач выбран исходя из методических соображений. Здесь должен
содержаться набор характерных задач от простейших до задач, связанных с
теорией катастроф [1-3].

В задаче Герона луч света из точки A падает на вертикальную поверх-
ность l и регистрируется в точке B. Требуется восстановить точку отражения
C от поверхности l. Если расположение прямой l известно, то ее можно совме-
стить с осью OX, а точку A(0, a) расположить на оси OY , тогда точка B(b, d)

расположена в верхней полуплоскости, искомая C(x, 0) расположена на оси
OX.

Соответствующая экстремальная задача (ЭЗ)

ρ(x) =
√
x2 + a2 +

√
(b− x)

2
+ d2 → extr

имеет решение
x√

x2 + a2
− b− x√

(b− x)
2

+ d2

= 0,

из которого находится x, т.е. точка C(x, 0) и устанавливается, что угол паде-
ния равен углу отражения.

Если зеркальная поверхность l задается уравнением y = f(x), то решение
сводится к ЭЗ

ρ(x) =

√
x2 + (a− f(x))

2
+

√
(b− x)

2
+ (d− f(x))

2 → extr

необходимые условия имеют вид:
x− (a− f(x))f ′(x)√
x2 + (a− f(x))

2
− (b− x) + (d− f(x))f ′(x)√

(b− x)
2

+ (d− f(x))
2

= 0.

Локально качественная картина аналогична классическому случаю. Рассмот-
рены примеры кривых второго порядка; параллельного пучка прямых и др.

Для параллельного пучка лучей, падающего на окружность радиуса 1 с
центром в точке

(
− 1

2 , 0
)
из достаточно удаленной точки D(−d, 0) и отражаю-

щейся в точку (ξ, η) длина пути

ρξη(y) =

(
d− 1

2
+
√

1− y2

)1/2

+

(
(ξ +

1

2
−
√

1− y2)
2

+ (η − y)
2

)1/2

зависит от y: точка отражения на окружности C имеет координаты(√
1− y2 − 1

2 , y
)
. Раскладывая ρξη(y) в ряд до четвертого порядка по y и до

первого порядка по ξ и η, получаем

ρξη(y) ≈ Fξη(y) = −1

4
(1 + 5ξ)y4 +

1

2
ηy3 + ξy2 − 2ηy + (d+ 1− ξ).
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Из симметрии, относительно оси OX в точке ξ = 0, η = 0, получаем, что се-
мейство ρξη(y) сильно эквивалентно в некоторой окрестности точке (0, 0), уни-
версальной деформации F функции −y

4

4 (локальная геометрия сборки Уитни)
[2].

Огибающая семейства параллельных лучей, отраженных от окружности,
является нефроидой (эпициклоида специального вида). Задача восстановле-
ния особенностей для различных поверхностей требует применение теории
огибающей и теории катастроф [2,3].

Дальнейшее обобщение заключается в восстановлении поверхности отра-
жения. Например, для обобщенной задачи Герона. По координатам A и точек
B1, B2 находятся координаты точек C1, C2, лежащих на прямой y = ax + b.
А затем параметры прямой a, b находятся из системы двух алгебраических
уравнений. Восстанавливая локально искомую функцию, при наличии апри-
орной информации и достаточного числа косвенных измерений, приближенно
восстанавливается искомая функция на необходимом отрезке (множестве).

Идентификация особенностей, например в виде нефроиды, локально опре-
деляет отражающую поверхность в виде окружности (цилиндрической по-
верхности).

Более сложный класс задач возникает в случае неизвестного характера от-
ражающей поверхности и при косвенных измерениях с движущихся объектов
с помощью антенных устройств. Такого рода задачи представляют практиче-
ский интерес в задачах дистанционного зондирования поверхности.
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Пусть H —гильбертово пространство, B(H) — ∗-алгебра всех ограничен-
ных линейных операторов, действующих в H,M ⊆ B(H) — подалгебра фон
Неймана,M′ — коммутант, аM′′ — бикоммутантM. Центром алгебры фон
НейманаM называется множество Z(M) =M∩M′.

Для любой алгебры фон НейманаM имеет место вложение:

CH = {λI, λ ∈ C} ⊆ Z(M) ⊆M.

Если Z(M) =M, то алгебра фон НейманаM называется коммутативной.
В этом случае имеет место вложениеM⊆M′.

Если Z(M) = {λI, λ ∈ C}, то алгебра фон НейманаM называется факто-
ром.

Обозначим через P (M) = {P ∈ M : P 2 = P ∗ = P} множество всех орто-
проекторов алгебры фон НейманаM.

Для любого фактора M существует функция D : P (M) → [0,+∞), удо-
влетворяющая следующим свойствам:

1) D(P ) = 0, если P = 0; D(P ) > 0, если P 6= 0.
2) D(P ) =∞ тогда и только тогда, когда проектор P – бесконечен.
3) Если P ∼ Q, то D(P ) = D(Q).
4) Если P ⊥ Q, то D(P ⊕Q) = D(P ) +D(Q)

5) Если P ≺ Q и P – конечен, то D(P ) < D(Q).
Функция D(P ), удовлетворяющая условиям 1), 3), 4), называется отно-

сительной размерностью или размерностной функцией. Область изменения
размерностной функции, после соответствующей нормировки, есть одно из
следующих множеств:
(In) 4 = {1, 2, 3, . . . , n}
(I∞) 4 = {1, 2, 3, . . . }
(II1) 4 = [0, 1]

(II∞) 4 = [0,∞]

(III) 4 = {0,∞}

Говорят, что M — фактор типа (In), (I∞), (II1), (II∞) или (III), если
множество значений 4 размерностной функции DM имеет соответствую-
щий вид. Факторы типа (In), (I∞) называют дискретными. Факторы типа
(II1), (II∞) называют непрерывными. Факторы типа (In), (II1) называют ко-
нечными. Факторы типа (I∞), (II∞) называют бесконечными. Факторы типа
(III) называют вполне бесконечными.

ПустьM — фактор конечного типа, A — эрмитов оператор изM, P (λ)—
спектральная функция оператора A. Тогда P (λ) ∈M для любого λ и функция
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DM(P (λ)) является неубывающей функцией от λ. Если ‖A‖M < C, то P (λ) и
DM(P (λ)) постоянны вне интервала [−C,C]. Поэтому существует число

TM(A) =

+∞∫
−∞

λdDM(P (λ)) =

C∫
−C

λdDM(P (λ)),

которое называется относительным следом оператора A.
ЕслиM— фактор конечного типа, то существует одна и только одна функ-

ция T (A), определенная для всех эрмитовых операторов A изM и удовлетво-
ряющая следующим условиям:

1’) T (1) = 1;

2’) T (αA) = αT (A) для всех вещественных α;
3’) T (A+B) = T (A) + T (B), если A и B перестановочны;
4’) T (A) ≥ 0, если A — положительно определенный оператор;
5’) T (U−1AU) = T (A), если U — унитарный оператор изM.

Эта функция есть относительный след TM(A).

Утверждение 4. Если существует функция T (A), определенная для всех
эрмитовых операторов из фактораM, удовлетворяющая условиям 1′ − 4′ и
дополнительным условиям:

6′∗) T (AB) = T (BA), если A,B ∈M, AB и BA — эрмитовы операторы;
7′∗) P = 0, если T (P ) = 0 и P – оператор проектирования,

тоM — фактор конечного типа, а T (A) — относительный след вM.

Построение примеров Факторов всегда привлекало внимание специалистов
по алгебрам фон Неймана. Первые примеры были построены Дж.Мюрреем и
Дж. фон Нейманом. Более подробный обзор можно найти в статье Лодкина
А.А., Рубштейна Б.А. Мы рассматриваем пример фактора типа (II1), постро-
енного по дискретной группе преобразований.

Пример фактора типа (II1). Пусть G — счетная дискретная группа всех
преобразований S(x) = ax + b, a > 0 с рациональными коэффициентами a и
b, с единичным элементом E(x) = x, удовлетворяющая условию: если S 6= E,
то класс GS всех элементов вида S−1

2 SS2, S2 ∈ G, бесконечен. Ясно, что для

любого S ∈ G обратный элемент имеет вид S−1(x) =
1

a
x− b

a
.

Образуем гильбертово пространство H, элементами которого являются
векторы x = {xS , S ∈ G}, xS ∈ C, удовлетворяющие условию

∑
S∈G

| xS |2<∞,
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причем скалярное произведение двух векторов x = {xS , S ∈ G} и
y = {yS , S ∈ G} определяется формулой (x, y) =

∑
S∈G

xSyS .

Введем в пространстве H операторы US0 , VS0 , S0 ∈ G, полагая

US0
{xS , S ∈ G} = {xSS0

, S ∈ G},

VS0{xS , S ∈ G} = {xS−1
0 S , S ∈ G}.

Так как
US0VS0{xS} = US0{xS−1

0 S} = {xS−1
0 SS0

}
и

VS0US0{xS} = VS0{xSS0} = {xS−1
0 SS0

},
то операторы US0 и VS0 —коммутируют. Кроме того, US0 и VS0 — унитарные
операторы в H. Действительно,

US0
U∗S0
{xS} = US0

US−1
0
{xS} = US0

{xSS−1
0
} = {xSS−1

0 S0
} = {xS},

U∗S0
US0{xS} = US−1

0
US0{xS} = US−1

0
{xSS0} = {xSS0S

−1
0
} = {xS}.

Следовательно, US0U
∗
S0

= U∗S0
US0 = IH — тождественный оператор в H.

Аналогично,

VS0
V ∗S0
{xS} = VS0

VS−1
0
{xS} = VS0

{xS0S} = {xS−1
0 S0S

} = {xS},

V ∗S0
VS0{xS} = VS−1

0
VS0{xS} = VS−1

0
{xS−1

0 S} = {xS0S
−1
0 S} = {xS}.

Следовательно, VS0V
∗
S0

= V ∗S0
VS0 = IH.

Пусть M1 — ∗-алгебра всех ограниченных линейных операторов A, пере-
становочных со всеми операторами VS0

, аM2 — ∗-алгебра всех ограниченных
линейных операторов B, перестановочных со всеми операторами US0

. Так как
US0 и VS0 коммутируют, то

US0
∈M1, VS0

∈M2 для любого S0 ∈ G. (1)

Всякий ограниченный оператор A в H можно представить в виде ограничен-
ной числовой матрицы ‖ AS,S1 ‖S,S1∈G. Если A ∈ M1, то условие перестано-
вочности с операторами VS0

дает AS0S,S0S1
= AS,S1

. Полагая S0 = S−1, полу-
чим: AS,S1

= AE,S−1S1
. Обозначим AS2

= AE,S2
. Тогда AE,S−1S1

= AS−1S1
.

Итак, матрица оператора A ∈ M1 должна иметь вид ‖ AS−1S1
‖S,S1∈G.

Аналогично, матрица оператора B ∈M2 должна иметь вид ‖ BSS−1
1
‖S,S1∈G.

Теорема 1. ∗-АлгебрыM1 иM2 являются факторами.
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Доказательство. Докажем, что M′1 = M2 и M′2 = M1. Для этого заме-
тим, что каждая матрица A =‖ AS−1S1

‖ перестановочна с каждой матрицей
B =‖ BSS−1

1
‖. Действительно,

AB =

∥∥∥∥∥∑
S2

AS−1S2
BS2S

−1
1

∥∥∥∥∥ , BA =

∥∥∥∥∥∑
S2

BSS−1
2
AS−1

2 S1

∥∥∥∥∥ .
Полагая в первой сумме S2 = SS′−1

2 S1, получаем:∑
S2

AS−1S2
BS2S

−1
1

=
∑
S′2

AS−1SS′−1
2 S1

BSS′−1
2 S1S

−1
1

=
∑
S′2

AS′−1
2 S1

BSS′−1
2
,

следовательно, AB = BA. Отсюда

M2 ⊂M′1,M1 ⊂M′2. (2)

С другой стороны, из соотношений (1) вытекает, что

M1 = {R(VS0
: S0 ∈ G)}′ ⊃M′2, M2 = {R(US0

: S0 ∈ G)}′ ⊃M′1, (3)

где R(VS0
: S0 ∈ G) — минимальная алгебра фон Неймана, содержащая

(VS0
: S0 ∈ G), а R(US0

: S0 ∈ G) — минимальная алгебра фон Неймана,
содержащая (US0 : S0 ∈ G).

Сравнивая соотношения (3) и (2), видим, что

M1 =M′2 = R(US0
: S0 ∈ G), M2 =M′1 = R(VS0

: S0 ∈ G).

Найдем пересечениеM1 ∩M2. Если оператор A принадлежит этому пересе-
чению, то его матрица ‖ AS,S1

‖ должна удовлетворять обоим условиям

AS0S,S0S1 = ASS0,S1S0 = AS,S1 .

Из первого условия, как было показано выше, следует, что AS,S1
= AS−1S1

.
Из второго условия получим:

AS,S1
= ASS0,S1S0

= AS−1
0 S−1S1S0

,

т.е. AS−1
0 S−1S1S0

= AS−1S1
. Следовательно, функция AS постоянна на каж-

дом классе GS0 . С другой стороны, в силу ограниченности матрицы ‖AS,S1‖,
должно выполняться неравенство∑

S2∈G

|AS2
|2 =

∑
S2∈G

|AE,S2
|2 <∞. (4)

Так как, согласно условию, класс GS0 бесконечен при S0 6= E, то выполне-
ние условия (4) возможно только в том случае, когда постоянное значение
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функции AS на каждом классе GS0 равно нулю. Таким образом, AS2 = 0 при
S2 6= E. Следовательно, AS,S1

= δS,S1
AE , где

δS,S1
=

{
1, S = S1,

0, S 6= S1.

Это означает, что M1 ∩ M2 = M1 ∩ M′1 = M′2 ∩M2, т.е. что M1,M2 —
факторы. �

Теорема 2. M1,M2 — факторы класса (II1).

Доказательство. Рассмотрим, например, фактор M1. Каждому оператору
A из M1 с матрицей ‖AS−1S1

‖ поставим в соответствие число T (A) = AE и
докажем, что полученная таким образом функция T (A) удовлетворяет усло-
виям утверждения 4. Во-первых, очевидно, что T (1) = 1, T (αA) = αT (A),
T (A+B) = T (A)+T (B), так что условия 1’, 2’, 3’ относительного следа выпол-
нены. Далее, если A — положительно определенный эрмитов оператор изM1,
то A = B∗B, где B ∈M1. Пусть оператору A соответствует матрица ‖AS−1S1

‖,
а оператору B — матрица ‖BS−1S1

‖. Тогда AS−1S1
=
∑
S2

BS−1
2 SBS−1

2 S1
, следо-

вательно, при S = S1 = E

T (A) = AE =
∑
S2

‖ B−1
S2
‖2≥ 0,

причем знак равенства возможен только тогда, когда BS2
≡ 0, т.е. когда

A = 0. Условия 4’ и 7’* тем самым проверены. Аналогично можно доказать,
что T (AB) = T (BA) для любых A,B ∈M1.

Таким образом, функция T (A) удовлетворяет всем условиям утверждения
4. Следовательно,M1 — фактор конечного класса. С другой стороны, случай
(In) здесь невозможен, так какM1 содержит бесконечное множество линейно
независимых элементов US0

. Следовательно,M1 — фактор класса (II1).
Аналогично доказывается, чтоM2 — фактор класса (II1). �
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Разностные уравнения вида

x(k + 1) = F (k, x(k)), (1)

где k ∈ N0 = {0, 1, 2, . . . }, x(k) ∈ Rn, F (k, ·) : x 7→ F (k, x) — известная вектор-
функция, при каждом k ∈ N0 определенная и непрерывная в некоторой обла-
сти D ⊂ Rn, широко используются для описания эволюции во времени разно-
образных процессов, состояние которых наблюдается в дискретные моменты
времени, в теории управления, в математической биологии, при организации
вычислительных экспериментов и т.п. Уравнения вида (1) нередко называют
рекуррентными.

Пара (k0, x
0) ∈ N0 ×D однозначно определяет конечную или бесконечную

последовательность

x(k0 + 1) = F (k0, x
0), x(k0 + 2) = F (k0 + 1, x(k0 + 1)), . . .

— решение x(k0, x
0) разностного уравнения (1), удовлетворяющее на-

чальному условию x(k0) = x0. Таким образом, уравнение (1) определяет
некоторое семейство вещественных функций целочисленного аргумента
x(k0, x

0) : k 7→ x(k; k0, x
0).

Пусть F (k, 0) = 0 для всякого k ∈ N0, тогда уравнение (1) имеет нулевое
решение. Обозначим через Br = {x ∈ Rn : ‖x‖ < r} — открытый шар радиуса
r с центром в нуле (‖ · ‖ — норма в Rn). Нулевое решение уравнения (1)
называется

– устойчивым, если для всякого k0 ≥ 0 и любого ε > 0 найдется такое
δ > 0, что для всякого x0 ∈ Bδ x(k; k0, x

0) ∈ Bε для всех k ≥ k0;
– асимптотически устойчивым, если оно устойчиво и для вся-

кого k0 ≥ 0 найдется такое δ0 > 0, что для всякого x0 ∈ Bδ0
limk→∞ ‖x(k; k0, x

0)‖ = 0;
– экспоненциально устойчивым, если оно асимптотически устойчиво и

так, что ‖x(k; k0, x
0)‖ ≤ C exp(−γ(k−k0)) для некоторых положитель-

ных постоянных C и γ;
– неустойчивым, если оно не является устойчивым.
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Проблема устойчивости решений разностных уравнений является перво-
очередной и в этом вопросе можно увидеть много общего с обыкновенными
дифференциальными уравнениями, начиная с определения устойчивости. Как
и в теории дифференциальных уравнений, основным методом исследования
устойчивости разностных уравнений вида (1) является второй метод Ляпуно-
ва. Основные теоремы второго метода имеют очевидные аналоги для разност-

ных уравнений, а именно, достаточно заменить производную
∂v

∂t
+
∂v

∂x
f(t, x)

функции v(t, x) в силу системы дифференциальных уравнений ẋ = f(t, x) на
приращение ∆v(k, x) = v(k, F (k, x)) − v(k, x) функции v(k, x) вдоль решения
разностного уравнения.

Пусть уравнение (1) — линейное с постоянными коэффициентами, т. е. име-
ет вид

x(k + 1) = Ax(k), (2)
где A — постоянная матрица. Легко видеть, что общее решение уравнения (2)
имеет вид: x(k, c) = Akc, где c— произвольный вектор из Rn. Как известно, все
решения системы (2) имеют одинаковый тип устойчивости, поэтому принято
говорить об устойчивости линейной системы (2).

Обозначим через ρ(A) спектральный радиус матрицы A. Опираясь на из-
вестную теорему о том, что в Rn существует базис из собственных и присо-
единенных векторов матрицы A, нетрудно доказать, что

– если ρ(A) < 1, то система (2) экспоненциально устойчива;
– если ρ(A) > 1, то система (2) неустойчива;
– если ρ(A) = 1 и все собственные значения, равные 1 по модулю, име-

ют одинаковые алгебраическую и геометрическую кратности, то си-
стема (2) устойчива.

Формулировки и доказательства упомянутых результатов можно найти
в [1]. Имеется также много учебников и монографий, посвященных разност-
ным уравнениям на английском языке, в частности, [2]– [3].

Рассмотрим квазилинейную систему

x(k + 1) = Ax(k) + g(k, x(k)), (3)

где g(k, x) = o(‖x‖) при ‖x‖ → 0, т. е. lim‖x‖→0 g(k, x)/‖x‖ = 0 равномерно по
k ∈ N0. Теорема об устойчивости по первому приближению [1] утверждает,
что нулевое решение системы (3) асимптотически устойчиво, если ρ(A) < 1 и
неустойчиво, если ρ(A) > 1.

Если ρ(A) = 1, то говорят, что имеет место критический случай устой-
чивости. В критическом случае анализ линейного приближения не позволяет
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сделать какое-либо заключение об устойчивости нулевого решения. Характер
устойчивости в этом случае можно сделать, используя инструменты второго
метода Ляпунова.

Рассмотрим два иллюстративных примера исследования устойчивости в
критическом случае.

Пример 1. Пусть уравнение (3) скалярное:

x(k + 1) = x(k) + bxm(k) + g(k, x(k)), (4)

где g(k, x) = o(|x|m) при |x| → 0. Покажем, что при четномm нулевое решение
этого уравнения неустойчиво при любом b 6= 0, а при нечетном m ≥ 3 —
асимптотически устойчиво при b < 0 и неустойчиво при b > 0.

Пустьm = 2q, q = 1, 2, . . . . Тогда знакопеременная функция v(x) = x имеет
знакоопределенное приращение

∆v(k, x) = x+ bxm + g(k, x)− x = bxm + g(k, x).

По теореме Ляпунова о неустойчивости нулевое решение уравнения (4)
неустойчиво.

Теперь пусть m = 2q + 1, q = 1, 2, . . . . Положим v(x) = x2, тогда

∆v(k, x) = (x+ bxm + g(k, x))2 − x2 = 2bxm+1 + 2xg(k, x) + b2x2m+

+ [g(k, x)]2 = 2bxm+1 + o(|x|m+1).

Отсюда на основании теорем Ляпунова об асимптотической устойчивости и
неустойчивости следует наше утверждение.

Пример 2. Рассмотрим теперь квадратичную автономную систему второ-
го порядка

x1(k + 1) = x1(k) + f20x
2
1(k) + f11x1(k)x2(k) + f02x

2
2(k),

x2(k + 1) = αx2(k) + g20x
2
1(k) + g11x1(k)x2(k) + g02x

2
2(k),

(5)

где |α| < 1, fij , gij ∈ R. Таким образом, мы снова имеем дело с критическим
случаем.

Определим семейство знакопеременных функций

v(x) = x1 + cx2
2,

где c — константа. Приращение функции v вдоль решения системы (5) имеет
вид

∆v(x) = x1 + f20x
2
1 + f11x1x2 + f02x

2
2 +

(
αx2 + g20x

2
1 + g11x1x2 + g02x

2
2

)2−
− (x1 + x2

2) = f20x
2
1 + f11x1x2 + [2f02 + c(α2 − 1)]x2

2 + . . . ,
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где многоточие обозначает сумму одночленов степени 3 и выше. Главная часть
приращения есть квадратичная форма с матрицей(

f20 f11/2

f11/2 f02 + c(α2 − 1)

)
.

На основании критерия Сильвестра знакоопределенности симметричных
матриц делаем следующий вывод. Если f20 > 0, то при достаточно большом
по модулю c < 0 матрица положительно определена. Если f20 < 0, то при
достаточно большом c > 0 матрица отрицательно определена. По теореме Ля-
пунова о неустойчивости [1] нулевое решение системы (5) неустойчиво при
любом f20 6= 0. В случае, когда f20 = 0 требуется дополнительное исследова-
ние.

Метод функций Ляпунова позволяет не только определить характер устой-
чивости нулевого решения системы (5), но и указать гарантированную область
притяжения (или отталкивания) в окрестности нуля.

При исследовании более сложных задач целесообразно преобразовывать
уравнения системы посредством последовательности нелинейных замен пере-
менных, приводящих систему к нормальной форме Пуанкаре [4].
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В последние десятилетия активно развивается теория абстрактных локаль-
но выпуклых (и, в частности, нормированных) конусов. Имеется множество
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примеров, которые указывают на важность теории выпуклых конусов для са-
мых разных разделов анализа. Так, недавно И. В. Орловым в [1] было иссле-
довано понятие выпуклого нормированного конуса и на базе этого понятия
построено субдифференциальное исчисление отображений векторного аргу-
мента с приложениями в вариационном исчислении.

Идея нашей работы — построить основы теории интеграла отображений
f : I → X вещественного отрезка I = [a; b] в нормированный конус X.

Отметим также, что многие объекты в анализе нельзя адекватно
описать в терминах выпуклых конусов. Например, если рассматривать
набор необязательно выпуклых подмножеств линейного пространства
со стандартными операциями сложения по Минковскому и умножения
на скаляр, то эти действия не будут удовлетворять привычному набору
свойств. В частности, не будет выполняться второй дистрибутивный закон
((λ+ µ)x = λx+ µx ∀λ, µ > 0, ∀x, y ∈ X).

Ввиду этого возникает естественная идея попробовать исследовать струк-
туры, похожие на выпуклые конусы, но теряющие либо второй закон дис-
трибутивности, либо закон сокращения (или оба эти свойства). В работе
Ф. С. Стонякина [2] такие структуры названы сублинейными конусами и рас-
смотрено ослабление вышеупомянутого дистрибутивного закона — выпуклый
дистрибутивный закон (CDL): [x] = [y] ⇔ x = y (здесь [x] — выпуклая обо-
лочка элемента x ∈ X), а также аналогичный аффинный дистрибутивный
закон (ADL) (x) = (y) ⇔ x = y, связанный с понятием аффинной оболочки
элемента x ∈ X :

(x) =

{
y ∈ X

∣∣∣∣ y +

m∑
k=1

αkx =

n∑
k=1

βkx, αk > 0, βk > 0,

n∑
k=1

βk −
m∑
k=1

αk = 1

}
.

Эти два закона приводят к новым алгебраическим структурам — выпук-
лому сублинейному конусу и аффинному сублинейному конусу. Если помимо
этого ещё ввести норму в таких конусах с естественным условием её инва-
риантности на аффинной (выпуклой) оболочке всякого элемента x ∈ X, то
можно говорить о выпуклом сублинейном нормированном конусе (ВСНК) или
аффинном сублинейном нормированном конусе (АСНК).

Наша цель — рассмотреть подходы к понятию интеграла отображений
f : I = [a; b] → X, где X — АСНК (или ВСНК). Сходимость последо-
вательности xn → x в X будем понимать как существование последова-
тельностей

{
h

(1)
n

}∞
n=1

и
{
h

(2)
n

}∞
n=1

из X, таких что xn + h
(1)
n = x + h

(2)
n и

lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣h(1)
n

∣∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣h(2)
n

∣∣∣∣∣∣ = 0.
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Для отображений в бесконечномерные нормированные пространства выде-
ляют несколько аналогов интеграла Лебега. Наиболее эффективен и близок к
классическому интегралу Лебега интеграл Бохнера, поскольку он сохраняет
большинство свойств интеграла Лебега. Поэтому мы отталкиваемся именно от
понятия интеграла Бохнера и введём аналог этого понятия для отображений
f : I → X. Начнём с определения интеграла Бохнера простых отображений.
Через mes будем обозначать классическую меру Лебега на числовой прямой,
Ik, A — измеримые по Лебегу подмножества I, χA(·) — характеристическая
функция множества A.

Definition 1. Простое отображение f(t) :=
N∑
k=1

ckχIk(t), где ck ∈ X,

I =
N⋃
k=0

Ik, mes(I0) = 0, назовем интегрируемой по Бохнеру, если его нор-

ма ||f(t)|| : I → R интегрируема по Лебегу. В таком случае

(B)

∫
A

f(t) dt :=

N∑
k=1

ckmes(A ∩ Ik).

Definition 2. Отображение f : I → X будем называть интегрируемым по
Бохнеру, если существует такая последовательность простых отображе-
ний {fn(t)}∞n=1, что для почти всех t ∈ I fn(t) + h

(1)
n (t) = f(t) + h

(2)
n (t)

lim
n→∞

∫
I

||h(1)
n (t)|| dt = lim

n→∞

∫
I

||h(2)
n (t)|| dt = 0,

а также существует предел lim
n→∞

(B)
∫
I

fn(t) dt. В таком случае по определе-

нию для всякого измеримого по Лебегу множества A ⊂ I

(B)

∫
A

f(t) dt := lim
n→∞

(B)

∫
A

fn(t) dt.

Theorem 1. Отображение f : I → X интегрируемо по Бохнеру тогда и
только тогда, когда f почти всюду есть предел последовательности про-
стых отображений, и функция ||f(t)|| суммируема по Лебегу.

Если в полном сублинейном нормированном конусе (СНК) ввести субли-
нейный конус B(I,mes) интегрируемых по Бохнеру отображений f : I → X

относительно mes и отождествить равные почти всюду функции f и g из
B(I,mes), то B(I,mes) становится полным СНК с нормой

||f(·)|| :=
∫
I

||f(t)|| dt.
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Доказано, что неопределённый интеграл Бохнера отображений в АСНК
(ВСНК) является абсолютно непрерывным отображением относительно нор-
мы. Однако в отличие от вещественного случая уже не всякое абсолютно
непрерывное отображение представимо в виде неопределённого интеграла
Бохнера. Проблема представимости абсолютно непрерывных отображений в
виде интеграла Бохнера в нормированных пространствах была исследована
Ф. С. Стонякиным в [3]. Было предложено специальное понятие компакт-
ной абсолютной непрерывности, которое позволило в некотором смысле снять
проблему в классе банаховых пространств. Мы переносим некоторые из этих
результатов на отображения в АСНК (ВСНК), отталкиваясь от следующей
теоремы [2].

Theorem 2. Всякий АСНК (ВСНК) X с законом сокращения линейно непре-
рывно инъективно изометрично вложен в некоторое линейное нормирован-
ное пространство EX .

Некоторой проблемой является отсутствие, вообще говоря, непрерывно-
сти обратного вложения. Эта проблема, в частности, создает некоторое пре-
пятствие для непосредственного переноса результатов [3], связанных с про-
странствами, порожденными выпуклыми компактами в рассматриваемый на-
ми класс нормированных конусов.

Однако в АСНК (ВСНК) можно стандартным образом ввести понятие ли-
нейного ограниченного функционала (с условием |`(x)| 6 C‖x‖ для некоторой
постоянной C > 0), и понятие сопряжённого пространства X∗lin к X. Идея на-
шего подхода — замена абсолютно выпуклого компакта из [3] на специальную
систему линейных функционалов. По теореме 2 X линейно инъективно изо-
метрично вложен в нормированное пространство EX и поэтому в X можно
ввести метрику ρ : X × X → R : ρ(0, x) = ||x||. Для соответствующего ли-
нейного изометричного вложения ϕ : X → E ρ(x, y) := ||ϕ(x) − ϕ(y)||E . При
таком выборе метрики ρ X можно считать метрическим пространством. Заме-
тим также, что ||ϕ(x)||E = ||x||X , то есть E∗ ⊂ X∗lin. Это позволяет доказать
такой результат.

Theorem 3. Пусть для отображения F : I → X, X — полное метрическое
пространство, существует такая нормирующая последовательность функ-
ционалов {`n}∞n=1 ⊂ X∗lin, что для некоторой сходящейся к нулю числовой
последовательности ε = (εn > 0)∞n=1 и ∀C > 0 ∃δ > 0 :(
∀

p⋃
k=1

[αk;βk) ⊂ I :

p∑
k=1

(βk − αk) < δ

)
⇒

p∑
k=1

sup
n∈N

|`n(F (βk))− `n(F (αk))|
εn

< C.
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Тогда для почти всех t ∈ I существует производная F ′(t) ∈ X и верно

F (x) = F (a) + (B)

∫ x

a

F ′(t) dt (a 6 x 6 b).
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В связи с интенсивным развитием информационных технологий, и особен-
но интернет-технологий, вопрос о развития дистанционного обучения приоб-
ретает особую значимость.

Дистанционное обучение – это способ обучения на расстоянии, при котором
преподаватель и обучаемые физически находятся в различных местах. Исто-
рически, дистанционное обучение означало заочное обучение. Однако сейчас
– это средство обучения, использующее аудио, видеотехнику, интернет и спут-
никовые каналы связи.

В Европе в конце XVIII века, с появлением регулярной и доступной почто-
вой связи, возникло "корреспондентское обучение". Учащиеся по почте полу-
чали учебные материалы, переписывались с педагогами и сдавали экзамены
доверенному лицу или в виде научной работы. В России данный метод по-
явился в конце XIX века.

Сравнительно давно в аудиториях распространено компьютеризированное
обучение под руководством преподавателя (Computer-Baser Training, CBT),
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при котором используются компакт-диски на студенческой настольной систе-
ме. В XXI веке доступность компьютеров и интернета делают распростране-
ние дистанционного обучения ещё проще и быстрее. Интернет стал огромным
прорывом, значительно большим, чем радио и телевидение.

Несомненным плюсом стало обновление учебных материалов в реальном
времени. При интерактивном обучении загрузка материалов учебного курса
может осуществляться из виртуальной аудитории с помощью браузера. Появи-
лась возможность общаться и получать обратную связь от любого ученика,
где бы он ни находился. Распространение "быстрого интернета"дало возмож-
ность использовать "он-лайн"семинары (вебинары) для обучения.

Характерной чертой дистанционного обучения является то, что ученик са-
мостоятельно организует свой темп обучения и последовательность изуча-
емых предметов. Хотя дистанционному обучению присуща жесткая отчет-
ность, которая обеспечивает полное прохождение курса учеником. Отсутствие
прямого контроля ученика по прохождению материала создает иллюзию, что
можно не изучая материал, получить диплом. Но обязательная отчетность
студента по пройденному разделу курса перед своим преподавателем, предо-
ставляя выполненные тесты и контрольные работы, не даст расслабиться и
получить диплом, не приложив особых усилий. Только отчитавшись по прой-
денному материалу, ученик переходит к изучению следующего курса. Диплом
об окончании дистанционного обучения не отличается от обычного (также пи-
шется, что данный ученик прослушал полный курс, и не указывается на какой
форме обучения).

Какие возможности дает дистанционное образование:
• снизить затраты на проведение обучения (не требуется затрат на арен-

ду помещений, поездок к месту учёбы, как учащихся, так и препода-
вателей и т. п.);

• проводить обучение большого количества человек;
• повысить качество обучения за счет применения современных средств,

объёмных электронных библиотек и т. д.
• создать единую образовательную среду (особенно актуально для кор-

поративного обучения).
Удобства дистанционной формы обучения:
• обучение в психологически комфортной, привычной обстановке за

компьютером.
• индивидуальные сроки и темп обучения.
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• высокая доля самостоятельности наряду с возможностью в любое вре-
мя получить помощь от преподавателя.

• преодоление территориальных и временных ограничений.
В наше время, основное место в контроле знаний занимает тестирование.

Тестирование во всем. Тестирование - это упрощение, сведение всех знаний
к одному ответу, без возможности полного и развернутого ответа, без воз-
можности дискуссии и обсуждения, но при этом тесты требуют определенных
знаний и умений.

По большей части, теоретический материал и тестирование в моей диплом-
ной работе направленны на изучения основ по геометрии по разным темам,
а также на подготовку к ЕГЭ, так как этот вид оценивания знаний являет-
ся ведущим в нынешнее время и на него делают большой упор. Думая, что
подготовиться к ЕГЭ можно решая задачи прошлого года - ошибка. Задачи
каждый год меняются и от знания решений задач прошлого года, не зависит
умение решать другие задач.

Дистанционной обучение, подготовка к ЕГЭ должны носить развивающий,
системный характер, а также создавать базу для решения задач и знаний в
общем, а не в частых случаях.

Основная проблема при решении задачи и тестов по геометрии заключает-
ся не столько в недостатках знаний формул, теорем и умением их применять,
а в сложности пространственного представления и воображения.

Тема "Дистанционного обучения"очень важна в наше время. Этот вид об-
разования становиться чрезвычайно популярной формой обучения в силу сво-
его удобства и гибкости. Оно устраняет основной барьер, удерживающий мно-
гих людей от получения первого или продолжения образования, избавляя от
необходимости посещать занятия по расписанию.

Моя дипломная работа состоит их двух частей:
1. Теоретическая часть с необходимым материалом для понимания темы и

задача с разобранным решением.
2. Тестирование, с возможностью проверки знаний на основе теоретиче-

ского материала. В конце каждого тестирования есть ответы. Где требуется
просто ответ, но по большей части - развернутый ответ с объяснением. Отве-
ты помогут вам лучше понять свои ошибки и разобрать непонятный для вас
пример.
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Как известно, решение задач с параметрами является одним из самых
трудных разделов школьной математики. При их решении учащиеся долж-
ны хорошего владеть теоретическим материалом и стандартными методами
решения уравнений и неравенств. Но, помимо этого, от учеников требуется
умение проводить разнообразные логические построения, аккуратность и вни-
мательность для того, чтобы не потерять решения и не приобрести лишних.
Задача с параметром представляет собой целую серию однотипных задач, со-
ответствующих всевозможным числовым значениям параметра. Добавление
параметра значительно усложняет задачу, так как увеличивается ее размер-
ность, появляется "глубина". Решение такой задачи требует системного подхо-
да, целостного представления ситуации. Для решения уравнений (неравенств)
с параметрами необходимо умение проводить разветвлённые логические по-
строения. При этом необходимо четко и последовательно следить за сохра-
нением равносильности решаемых уравнений (неравенств), учитывая области
определения входящих в них выражений. Таким образом, решая различные
задачи с параметрами, школьники развивают логическое мышление, матема-
тическую культуру и систематизируют знания, полученные ранее. Задачи с
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параметрами представляют собой богатейший материал для полноценной ма-
тематической деятельности учащихся. С их помощью можно проверить глу-
бину знаний математики учащихся в основной школе, выявить склонности к
исследовательской деятельности, нестандартность мышления.

Использование стандартных методов при решении задач с параметрами
иногда приводит к необходимости выполнения очень громоздких вычислений,
что существенно затрудняет решение. Такая ситуация, как правило, способ-
ствует началу творческих поисков других путей решения, их исследование,
направленное на нахождение наиболее рационального, наиболее "красиво-
го"способа решения. Под исследованием в науке понимается изучение какого-
либо объекта с целью выявления закономерностей его возникновения, раз-
вития, преобразования. В процессе исследования синтезируются имеющиеся
знания, накопленный опыт, а также методы и способы изучения объектов.

Данную тему особенно полезно изучить ученикам, которые собираются по-
ступать в высшее учебное заведение и будут сдавать ЕГЭ по математике,
особенно если этот экзамен для поступления должен быть профильным. В
составе ЕГЭ задание №18 является уравнением, неравенством или системой с
параметром. Это задание одно из самых сложных, и оценивается максималь-
но в 4 первичных балла. Данное задание вызывает трудности у учащихся, не
знающих особенностей решения задач с параметрами.

Рассмотрим решение иррационального уравнения с параметром.
Пример. Решите уравнение

√
7x+ 5−

√
x− 7 = a

относительно переменной x при всех значениях параметра a.
Решение. Найдём область допустимых значений (ОДЗ) данного уравнения,

для этого нужно решить систему неравенств:{
7x+ 5 ≥ 0

x− 7 ≥ 0{
x ≥ − 5

7

x ≥ 7

Тогда ОДЗ исходного уравнения будет x ≥ 7. Оценим при этом
значения квадратных корней из исходного уравнения, получим:√

7x+ 5 ≥
√

54,
√
x− 7 ≥ 0, тогда

√
7x+ 5 +

√
x− 7 > 0. Если теперь

домножить последнее выражение на сопряжённое, получим выражение
(
√

7x+ 5 +
√
x− 7)(

√
7x+ 5 −

√
x− 7) = 7x + 5 − x + 7 = 6x + 12 > 0, при

x ≥ 7, из чего следует, что выражение
√

7x+ 5 −
√
x− 7 > 0. Тогда и левая
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часть исходного уравнения также должна быть больше нуля, то есть a > 0.

Введём замену t =
√
x− 7 ≥ 0. Тогда x = t2 + 7, и уравнение приводится к

виду: √
7(t2 + 7) + 5 = a+ t.

Возведём полученное уравнение в квадрат и упростим его, при этом полу-
чим:

6t2 − 2at+ 54− a2 = 0. (1)
Уравнение (1) будет иметь решение только в том случае, еслиD ≥ 0. В дан-

ном случае, так как коэффициент при первой степени переменной t чётный,
то вместо дискриминанта можно находить D

4 , это облегчит вычисление.

D

4
= a2 − 6(54− a2) = 7a2 − 324 ≥ 0,

тогда a2 ≥
∣∣∣√ 324

7

∣∣∣ , a ≥ | 18√
7
|, но так как a > 0 получим, что исходное урав-

нение будет иметь решение при a ≥ 18√
7
, при этом t1,2 = a±

√
7a2−324

6 ,

а сами корни исходного уравнения будут находиться по формуле:
x1,2 = 2

9 (a2 − 9)± a
18

√
7a2 − 324.

При a = 18√
7
уравнение (1) имеет корень t = 3√

7
, а x = 58

7 .

При 18√
7
< a ≤ 3

√
6 уравнение (1) имеет корни t1,2 = a±

√
7a2−324

6 , а исходное
уравнение x1,2 = 2

9 (a2 − 9)± a
18

√
7a2 − 324.

Если же a > 3
√

6, то нам подходит только неотрицательный корень, то
есть тогда:

x =
2

9
(a2 − 9) +

a

18

√
7a2 − 324.

Ответ. При a < 18√
7
исходное уравнение не имеет решений; при a = 18√

7
,

x = 58
7 ; при 18√

7
< a ≤ 3

√
6, x1,2 = 2

9 (a2 − 9) ± a
18

√
7a2 − 324; при a > 3

√
6,

x = 2
9 (a2 − 9) + a

18

√
7a2 − 324.

Из вышесказанного можно сделать вывод, что решение задач с парамет-
рами развивает системное, логическое мышление. Являясь прекрасным ма-
териалом для исследовательской работы, решение уравнений (неравенств) с
параметром развивает такие умения как наблюдение, сравнение, обобщение
и другие, учит творчески мыслить, способствует развитию гибкости мысли-
тельного процесса и, что очень важно, развивает теоретическое мышление.
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В статье рассматривается метод интеллект-карт и его применение на за-
нятиях по математическим дисциплинам. Особое внимание уделено применению
интеллект-карт при самостоятельной работе студентов.

В учебном плане по большинству математических дисциплин на лекцион-
ные и практические занятия выделяется меньше времени, чем на самостоя-
тельную работу студента. Так, например, по математическому анализу общее
количество выделенных часов на лекционные и практические занятия состав-
ляет 280, в то время как на самостоятельную работу выделяется 296 часов.
Поэтому очень важно научить студента правильно организовать самостоя-
тельную работу. Нужно вводить в практику новые методы обучения, которые
студент мог бы использовать при самостоятельной работе. Это должны быть
такие методы, которые позволят развивать умение учиться, формировать у
студента способности к саморазвитию, творческому применению полученных
знаний, повысят конкурентоспособность.

Одним из таких методов может служить метод интеллект-карт (от англ.
Mind maps) [1], о котором далее и пойдет речь. В 1974 году миллионы людей
во всем мире познакомились с интеллект-картами – изобретением английско-
го писателя и лектор по вопросам эффективного мышления Тони Бьюзена.
Интеллект-карты – это технология представления необходимой информации
в максимально наглядном, понятном и структурированном виде.

В основе технологии использования интеллект-карт лежит очень важный
принцип – использование возможностей левого и правого полушарий одновре-
менно, что позволяет видеть целостную картину, способствует ассоциативно-
му мышлению.
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Метод интеллект-карт может найти применение в любой сфере нашей жиз-
ни, где требуется совершенствовать свои интеллектуальные способности: в
обучении, в профессиональной деятельности,а также в семейной и личной
жизни. Их можно использовать при подготовке и проведении презентаций,
публичных выступлений, планировании, на экзаменах и т.д.

А теперь коротко познакомимся с основными правилами составления
интеллект-карт. Центральный объект – главная тема (идея), на которой будет
сфокусировано все наше внимание, помещаем в середине листа. Чем больше
формат листа, тем лучше. Основные понятия, связанные с главной темой,
изображаем расходящимися от центрального объекта в виде ветвей. На вет-
вях записываем ключевые слова или образы, ассоциирующиеся с ключевыми
понятиями, раскрывающими главную тему. Вторичные идеи также изобража-
ем в виде ветвей, отходящих от ветвей более высокого порядка и т.д. Делаем
карту более эффективной и привлекательной с помощью использования мно-
жества цветов. Добавляем рисунки, символы, и другую графику, ассоцииру-
ющиеся с ключевыми словам. Нужно отметить, что выполнять карту можно
не только от руки, но и на компьютере. Существует огромное количество спе-
циального ПО по составлению таких карт, однако бесплатное ПО [6], [7] не
позволяет создавать качественные карты, а платное [4], [5], предоставляющее
большой арсенал инструментов для создания максимально наглядных и по-
нятных карт, – стоит достаточно дорого.

Автор метода Тони Бьюзен в своих книгах [2], [3] подчеркивает, что стро-
гих правил создания интеллект-карт нет, как нет и неправильных карт: вы-
рабатывая свой стиль, менять можно все, лишь бы мышление становилось
продуктивнее – для этого интеллект-карты и были придуманы.

А теперь подробнее остановимся на использовании данного метода в обу-
чении математике. Метод интеллект-карт хорошо подходит для обучения ма-
тематическим дисциплинам, благодаря своей гибкой структуре и правилам.
Этот метод подходит как для студентов, так и для преподавателей. Студенты
могут в полной мере использовать его при организации самостоятельной ра-
боты по математическим дисциплинам: при изучении и закреплении нового
материала, при подготовке к экзаменам, при написании рефератов, курсо-
вых и дипломных работ, при подготовке докладов. В этих случаях полезным
для студентов будет самостоятельное составление интеллект-карт, тем самым
обеспечивая себе всесторонний охват материала и легкость усвоения предла-
гаемой информации. Такой подход поможет студенту выявить слабые места
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в знании предмета, научить самостоятельной работе с учебным и справоч-
ным материалом, развивать личностные качества, интеллект, пространствен-
ное мышление, уверенность в своих силах и способностях, познавательную
активность. Что касается преподавателей, то они могут использовать метод
интеллект-карт на занятиях по математическим дисциплинам при подготовке
и проведении лекционных и практических занятий. Готовясь к предстоящему
занятию, преподаватель может в виде интеллект-карты сделать наброски ма-
териала, чтобы ничего не упустить. А проводя занятие, преподаватель может
в ходе объяснения материала, составлять на доске карту, постоянно допол-
няя ее новыми понятиями, так студенты получат целостное представление о
предмете. Интеллект-карты могут служить в качестве презентационных ма-
териалов на занятиях, а также оказывают помощь преподавателю при плани-
ровании учебного процесса, помогают при проверке знаний и умений.

Интеллект-карты – это метод, позволяющий не только учить математи-
ке, но и учиться математике. Он позволяет обрабатывать, структурировать и
систематизировать математическую информацию. Данный метод делает обу-
чение математическим дисциплинам более интересным и творческим для сту-
дентов, повышает качество знаний, конкурентоспособность, помогает орга-
низовать групповую работу. По моему мнению, метод интеллект-карт имеет
большие перспективы в будущем, т.к обладает рядом преимуществ перед стан-
дартным способом записи информации.
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1. Введение

1.1. Абстрактная формула Грина для полуторалинейных форм.
Пусть Ω - произвольная ограниченная область в Rm с гладкой границей
Γ = ∂Ω. Введем сепарабельные гильбертовы пространства F, E и G со ска-
лярными произведениями (·, ·)F , (·, ·)E и (·, ·)G соответственно, для которых
выполнены следующие условия:

(1)
F ↪→ E, ||u||E 6 a||u||F , ∀ u ∈ F. (1.1)

(2) На F задан оператор γ, который называется абстрактным оператором
следа и ограниченно действует из F в G, причем

γ : F → G+ ↪→ G, R(γ) =: G+ ⊂ G,
||γu||G 6 b||u||F , b > 0, ∀ u ∈ F.

(1.2)

(3) Ядро ker γ =: N оператора γ плотно в E

N = E. (1.3)

Теорема 1. (первая абстрактная формула Грина для полуторалинейных
форм (см. [1]). Пусть выполнены условия (1.1) – (1.3) для тройки гильбер-
товых пространств и оператора следа, а также условия ограниченности и
равномерной аккретивности для формы Φ(η, u). Тогда имеет место следую-
щая формула Грина:

Φ(η, u) = 〈η, Lu〉E + 〈γη, ∂u〉G, ∀η, u ∈ F0 = F, (1.4)

Lu ∈ F ∗, γη ∈ G+, ∂u ∈ (G+)∗.
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2. Краевые задачи, порожденные несимметрической формой

2.1. Первая краевая задача Неймана - Ньютона.

Lεv = f (в Ω), ∂εv = 0 (на Γ), (2.1)

Lεv := v −∆v + ε

m∑
k=1

ck
∂v

∂xk
, ∂εv := ∂0v − εσγv, (2.2)

σ :=

m∑
k=1

ck cos(~̂n, ~ek), ∂εv ∈ H−1/2(Γ),

где Lεv ∈ (H1(Ω))∗, а ∂0u := (∂v/∂n)Γ.

Теорема 2. Задача (2.1), (2.2) имеет слабое решение v = vε ∈ H1(Ω) тогда
и только тогда, когда выполнено условие

f ∈ (H1(Ω))∗. (2.3)

Это решение выражается формулой

vε = A−1
ε f, Aε ∈ L(H1(Ω); (H1(Ω))∗), (2.4)

где Aε – оператор полуторалинейной формы Φε(η, u).

2.2. Вторая краевая задача Неймана - Ньютона.

Lεw = 0 (в Ω), ∂εw = ψ (на Γ), (2.5)

Теорема 3. Задача (2.5.) имеет слабое решение w ∈ H1(Ω) тогда и только
тогда, когда выполнено условие

ψ ∈ H−1/2(Γ). (2.6)

Это решение дается формулой

w = wε = Vεψ, Vε ∈ L(H−1/2(Γ);H1
h,ε(Ω)). (2.7)

2.3. Полная краевая задача Неймана - Ньютона.

Lεu = f (в Ω), ∂εu = ψ (на Γ), (2.8)

Опираясь на решения задачи (2.1), (2.2), а также задачи (2.5), приходим к
следующему выводу.
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Теорема 4. Задача (2.8) имеет слабое решение u = uε ∈ H1(Ω) тогда и
только тогда, когда выполнены условия (2.3) и (2.6):

f ∈ (H1(Ω))∗, ψ ∈ H−1/2(Γ). (2.9)

При этом оно представляется в виде

uε = vε + wε = A−1
ε f + Vεψ, (2.10)

где A−1
ε и Vε – операторы, описанные в теоремах 2 и 3 соответственно.

2.4. Однородная задача Дирихле для уравнения Пуассона.

Lεu := u−∆u+ ε

m∑
k=1

ck
∂u

∂xk
= f (в Ω), γu := u|Γ = 0 (на Γ) (2.11)

Теорема 5. Задача (2.11) имеет слабое решение u = uε ∈ H1
0 (Ω) тогда и

только тогда, когда выполнено условие:

f ∈ (H1
0 (Ω))∗. (2.12)

В этом случае

uε = A−1
0,εf, A−1

0,ε ∈ L((H1
0 (Ω))∗;H1

0 (Ω)). (2.13)

3. Спектральные задачи, порожденные полуторалинейной формой

3.1. Спектральная задача Дирихле.

Lεu := u−∆u+ ε

m∑
k=1

ck
∂u

∂xk
= λu (в Ω), u = 0 (на Γ). (3.1)

Задачу (3.1) можно переписать в операторной форме

(A0 − iεB0)u = λu, u ∈ D(A0) ⊂ L2(Ω), (3.2)

где A0u := u−∆u, u ∈ D(A0) := H1(Ω)∩H2
0 (Ω), A0− неограниченный само-

сопряженный положительно определенный оператор, действующий в L2(Ω);

B0u :=
m∑
k=1

ck
∂u
∂xk
− неограниченный самосопряженный оператор, действую-

щий в L2(Ω), D(B0) = D(A
1/2
0 ).

Теорема 6. Задача (3.2), а потому и исходная задача (3.1) имеют дис-
кретный спектр, состоящий из конечнократных собственных значений
λk, k = 1, 2, . . . , расположенных в правой полуплоскости и имеющих пре-
дельную точку λ =∞. Все собственные значения этой задачи, кроме, быть
может, конечного их числа, лежат в секторе |argλ| < δ для любого δ > 0.

Система корневых (собственных и присоединенных ) элементов задачи (3.2)
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полна в энергетическом пространстве HA0 = H1
0 (Ω) оператора A0. Соб-

ственные значения λk задачи (3.2) имеют асимптотическое поведение

λk = λk(A0)[1 + o(1)], k →∞, (3.3)

Теорема 7. Спектр задачи (3.1) расположен в параболической области

Λε :=
{
λ > λ1(A0) : |Imλ|2 6 ε2‖B0A

−1/2
0 ‖2 · Reλ

}
, (3.4)

а корневые элементы этой задачи образуют базис Абеля - Лидского порядка
α > m/2 в пространстве H1

0 (Ω).

3.2. Спектральная задача Неймана - Ньютона.

Lεv = λv (в Ω), ∂εv = 0 (на Γ), (3.5)

Теорема 8. Задача (3.5) имеет дискретный спектр, состоящий из конеч-
нократных собственных значений {λk}∞k=1 с предельной точкой λ = ∞. Все
собственные значения этой задачи, кроме, быть может, конечного их чис-
ла, расположены в секторе |argλ| < δ при любом δ > 0. Система корневых
элементов задачи (3.5) полна в энергетическом пространстве HA = H1(Ω)

оператора A. Собственные значения λk имеют асимптотическое поведение

λk = λk(A)[1 + o(1)] = dmk−2/m[1 + o(1)], (k →∞).

Корневые элементы исходной задачи образуют в пространстве H1(Ω)

также базис Абеля - Лидского порядка α > m/2.

Теорема 9. Спектр задачи (3.5) расположен в правой полуплоскости, в па-
раболической области

Λε :=
{

Reλ > cελ1(A) : |Imλ| 6
(
ε‖BA−1/2‖ · c−1/2

ε

)
(Reλ)1/2

}
. (3.6)

3.3. Спектральная задача Стеклова.

Lεw = 0 (в Ω), ∂εw = λγw (на Γ), (3.7)

Эта задача сводится к задаче на собственные значения

(I + εS)ηε = λCηε, (3.8)

а также к спектральной проблеме

(I + T (ε))−1Chηh = µηh, ηh ∈ L2,h(Ω), (3.9)

L2,h(Ω) := {η ∈ L2(Ω) : η = A1/2w,w ∈ H1
h(Ω)}.
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Теорема 10. Спектральная задача Стеклова (3.7) имеет дискретный
спектр {λk}∞k=1, расположенный в правой полуплоскости и состоящий из
конечнократных собственных значений λk с предельной точкой λ = ∞.
При любом δ > 0 все собственные значения λk, кроме, быть может,
конечного их числа, расположены в секторе |argλ| < δ. Система корне-
вых элементов {ηε,k}∞k=1 задачи (3.8), после проектирование на подпро-
странство L2,h(Ω), т.е. система {ηε,h,k}∞k=1 корневых элементов задачи
(3.9), является полной в L2,h(Ω). Поэтому система корневых элементов
{wε,h,k}∞k=1, wε,h,k = A−1/2ηε,h,k, полна в H1

h(Ω). Собственные значения λk
задачи (3.7) имеют асимптотическое поведение

λk = λ−1
k (Ch)[1 + o(1)] = d−1

m k1/(m−1)[1 + o(1)], (k →∞), Ω ∈ Rm. (3.10)

Кроме полноты, система корневых элементов {wε,h,k}∞k=1, отвечающая соб-
ственным значениям {λk}∞k=1, образует базис Абеля - Лидского порядка
α > m− 1 в пространстве H1

h(Ω).

Рассмотрены также спектральные задачи Стефана, С.Г. Крейна, Аграно-
вича, Чуешова и начально-краевые задачи, порождающие эти спектральные.

Автор благодарит Копачевского Н. Д. за постановку задач и руководство
работой.
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В работе рассматривается алгоритм построения трехмерных динамических
объектов на примере кубика Рубика и особенности использующейся для этого
javascript-библиотеки Three.js

Three.js — легковесная библиотека JavaScript, используемая для создания и
отображения анимированной компьютерной 3D графики при разработке веб-
приложений. Поддерживается подавляющим большинством современных бра-
узеров. Three.js скрипты могут использоваться совместно с элементом HTML5
CANVAS, SVG или WebGL. Преимущества её в том, что библиотека Three.js
работает во всех браузерах, которые поддерживают технологию WebGL. Так-
же может работать с базовым интерфейсом элемента CANVAS, благодаря че-
му работает и на многих мобильных устройствах. К тому же она выполняет
низкоуровневую работу с WebGL, что значительно упрощает и ускоряет рабо-
ту программиста. В Three.js присутствует базовый порядок действий, необхо-
димых для корректного отображения объектов: 1 – Построение сцены, 2 – Раз-
мещение камеры, 3 – Добавление объектов и событий, 4 – Рендеринг(процесс
получения изображения по модели).

Поставлена задача построить кубик Рубика размером NxN. Центр куба бу-
дет расположен в точке (0, 0, 0). Куб состоит из 8 угловых, 6*(N-2)*(N-2) цен-
тральных и (N-2)*12 реберных элементов. Пошаговое построение большого ку-
ба ведется путем добавления элементов через трехмерный массив. Координа-
ты расположения для каждого последующего куба расчитываются с помощью
векторов, исходящих из центра координат и изменяющихся в соответствии с
введенными данными, такими как размер одного элемента и отступ между
элементами. Хранятся элементы в трехмерном массиве с соответствующими
координатам расположения индексами, что упрощает нахождения нужного
элемента. Элементы, которые попадают внутрь куба - отсекаются c помощью
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условного оператора, анализирующего индекс элемента. Куб окрашивается в
соответствии с заданной цветовой схемой.

Рис. 1. Пример куба 9x9

Поворот одной из граней куба происходит путем присоединения к груп-
пе объектов соответствующего индекса в массиве через цикл, например:
[x][toObject][z] и поворота этого объекта на 90 градусов в заданном направ-
лении. При каждом повороте объект создается заново. Проблемой данного
метода является сложность замены индекса каждого повернутого элемента в
массиве. На каждой грани есть элементы, которым можно поставить в соот-
ветствие другие элементы на этой же грани. То есть, несколько соответству-
ющих элементов при разных положениях грани могут занимать одну и ту же
позицию.

Рис. 2. Пример набора ‘уникальных‘ элементов грани

На рис. 2 показан пример с четным и нечетным количеством элементов
грани куба. Выделив эти элементы через условие, с помощью цикла их ин-
дексы меняются по кругу (рис. 3).
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Рис. 3. Визуализация замены индексов элементов

Результатом работы является программа, способная построить куб любого
размера с реализованным механизмом поворота граней. Из всего выше опи-
санного следует, что библиотека Three.js является отличным вариантом для
трехмерного веб-моделирования и может быть использована как для написа-
ния игр, так и для создания интерактивных веб-страниц. Библиотека Three.js
находится на стадии разработки и постоянно дополняется и улучшается, но
уже сейчас она демонстрирует широкий спектр возможностей, необходимых
для написания 3D-моделей.
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Эффективность государственного управления уровнем устойчивого раз-
вития и уровнем безопасности определяется сравнительным анализом стати-
стических данных, измеряемых с некоторым интервалом. Моделирование та-
кого рода процессов определяется сложившимся иерархическим характером
системы управления. Набор инструментов, обеспечивающих механизм управ-
ления, базируется на методе главных компонент и функции конкурентного
сходства. Трудоемкость полномасштабных экспериментов приводит к необхо-
димости создания интеллектуализированной информационной системы под-
держки принятия решений.

Специфика механизмов управления устойчивым развитием региона и его
эффективность определяют методологию исследования. Методы устойчиво-
го развития выделяют социальные, экономические и экологические факторы,
используемые в моделировании процессов управления [1].Многоуровневый и
многокритериальный характер оценки деятельности определили выбор иерар-
хических сетевых структур [2] и многокритериальную оптимизацию на таких
сетях с условиями ограничения на ресурсы и предпочтения в принятии управ-
ленческих решений ЛПР [3, 4].

Моделирование механизмов управления и поддержки принятия решений
связано с построением соответствующих систем анализа, синтеза и прогно-
зирования на основе иерархических структур [2]. Такие структуры прису-
щи управлению и естественно отражают процессы кластеризации данных [5].
В инструментах поддержки механизмов управления используются исходные
статистические данные по деятельности предприятий и отрасли, экспертные
оценки и знания, прогнозные и прецедентные данные.

Обработка такого рода информации требует создания подсистемы отсле-
живания текущей динамики показателей состояния деятельности (нормали-
зации данных; формирование интегральной оценки происходящих изменений;
анализа закономерностей и выявление изменений).
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Анализ полученных интегральных показателей сопровождается извлече-
нием знаний, необходимых для принятий управленческих решений, осуществ-
ляется стратегический анализ, предвидение, прогнозирование и планирование
в соответствии с разработанной и обоснованной иерархией целей [4].

Эффективность работы предприятий и механизмов управления можно оце-
нить по интегральным показателям, сформированным на основе небольшого
числа исходных показателей. Но из-за недостатков существующей системы
сбора информации (статистических данных) необходимо привлекать косвен-
ные показатели, а также показатели, полученные с помощью аналогии [5],
нечеткие [2], формирующиеся в результате прогнозирования и стратегическо-
го планирования.

Необходимость всесторонних оценок отдельных данных или данных из кла-
стера потребовали привлечения инструментов кластеризации на основе функ-
ции конкурентного сходства. С помощью такой функции может быть построен
аналог функции жизненного цикла (идентификация, которой является слож-
ной задачей).

На основе интегральных показателей, полученных с помощью метода глав-
ных компонент, также может проводиться кластеризация выделенной терри-
тории и ранжирование по уровням безопасности.

Процессы кластеризации являются объективными и естественными. Выяв-
ление кластеров с точки зрения безопасного развития является актуальной за-
дачей и требует более детального формирования блока целей и иерархической
структуры показателей, которые должны включать интегральные показатели
выделенных блоков.

Обилие необходимых для учета данных сравнительного анализа требует
адекватного решения. Если есть возможность выбора наихудшего и наилуч-
шего объектов со всем набором данных, то можно осуществлять кластери-
зацию (ранжирование) остальных объектов на основе функции конкурентно-
го сходства. Наихудший и наилучший объекты могут быть виртуальными, и
представлены экспертами.

Уменьшение размерности массива данных, необходимых для применения
функции конкурентного сходства, возможно при использовании интеграль-
ных показателей или главных компонент. Развитие данного направления свя-
зывается с компьютерными интеллектуализированными системами обработки
данных. В рамках таких систем возможно проведение модельных широкомас-
штабных практических экспериментов, учитывающих многокритериальный
характер задач и необходимость прогнозных оценок.
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Известно, что даже для простых детерминированных систем существует
горизонт прогноза, который не преодолевается использованием современных
алгоритмов и компьютерных технологий.

Многокритериальное моделирование, функции конкурентного сходства и
набор полученных интегральных показателей адекватно отражают изменения
в деятельности предприятий здравоохранения и могут служить наполнением
соответствующей системы поддержки управления для анализа, диагностики,
прогнозирования и принятия эффективных решений.

Для решения указанных задач необходимо создание региональной системы
мониторинга и прогноза, базирующейся на доступной, полной и достоверной
информации.
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Введение
Важный этап в становлении и развитии ребенка - обучение языку, в част-

ности алфавиту. Существует большое количество Интернет-ресурсов, способ-
ствующих эффективному обучению. Однако, ресурсов, посвященных крым-
скотатарскому языку, практически нет. К тому же, учитывая резкий скачок
увлеченности детей мобильными телефонами, можно обоснованно предпола-
гать, что оптимальными обучающими программами становятся мобильные
приложения. Исходя из этого, считаем разработку подобных программ важ-
ной и перспективной темой.

Содержание работы
Дошкольный возраст можно назвать сензитивным периодом к развитию

памяти, усвоению знаний, навыков, периодом активного освоения смыслов и
целей человеческой деятельности, интенсивной ориентации в них. Именно в
этом возрасте (3-7 лет) нужно обучать ребенка алфавиту.

Универсальной методики для обучения чтению на любом языке не суще-
ствует, однако можно выделить наиболее важные подходы к процессу обуче-
ния. Так, изучив различные методики, приходим к выводу, что при обучении
ребенка алфавиту необходимо максимально визуализировать буквы, воспро-
изводить звуки и использовать анимацию для привлечения внимания ребенка
и достижения заинтересованности.

В дошкольном возрасте усваивание материала достигается путем мно-
гократного его повторения с применением максимальной визуализации. В
этой связи, компьютер можно рассматривать как эффективное дидакти-
ческое средство. Педагогически выверенное использование информационно-
коммуникационных технологий способствует усовершенствованию процесса
обучения и развития ребенка дошкольного возраста.
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К содержанию мобильных приложений выдвигается ряд требований. В
частности, изображения, аудио- и видео-файлы должны быть профессиональ-
но обработаны и отличаться высоким качеством. Кроме того, учитывая целе-
вую аудиторию разрабатываемого приложения, необходимо минимизировать
отрицательное влияние цифровой техники (в частности, мобильных телефо-
нов) на здоровье и развитие детей.

Существуют различные среды, с помощью которых люди, причастные к
обучению и воспитанию, но не имеющие навыков программирования, могут
разрабатывать мобильные приложения.

В ходе работы было решено остановиться на IntelXDK - инструменте
для программирования мобильных приложений на HTML5. Среда обладает
понятным интерфейсом и удобным инструментарием для создания собствен-
ного программного продукта.

В процессе работы получены следующие результаты:
1. Изучены методические подходы к конструированию обучающих мо-

бильных приложений для дошкольников.
2. Рассмотрены среды для создания мобильных приложений.
3. Определены основные этапы разработки мобильных приложений для

обучения дошкольников родному языку.
4. Разработаны пошаговые инструкции для учителей и родителей по со-

зданию мобильного приложения для обучения дошкольников. В качестве ил-
люстрации разработано мобильное приложение для обучения крымскотатар-
ской азбуке.

Выводы:
Разработка мобильного приложения для обучения крымскотатарскому

алфавиту - один из первых взносов в развитие крымскотатарского языка.
Сформулированные в ходе работы методические рекомендации по разработке
обучающих приложений позволят родителям и учителям, не имеющим навы-
ков программирования, самостоятельно создавать продукты, способствующие
обучению ребенка. Конечный результат подобных разработок - предоставле-
ние пользователям Интернета возможности находить нужную информацию
на крымскотатарском языке (в том числе программ для обучения языку).
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В работе рассматривается одна из типичных задач термоупругости, о нагреве
прямоугольной призмы в условиях (обобщенного) плоского напряженного состоя-
ния.

Распределение температуры Т(у) в данной задаче является функцией
лишь одной координаты.

T (y) =
1− y2

η
,

где
η =

a

b
(параметр,зависящий от соотношения сторон основания призмы). Частное ре-
шение дифференциального уравнения для термоупругого потенциала

∂2F

∂2x
+
∂2F

∂2y
=

1 + ν

1− ν
α ∗ T (x, y)

выбираем в виде
∂2F

∂2y
=

1 + ν

1− ν
α ∗ T (x, y) = C

1− y2

η
,

при этом
∂2F

∂2x
= 0;

∂2F

∂x∂y
= 0.

Соответственно аналитическое решение однородного уравнения Лапласа
∂2F

∂2x
+
∂2F

∂2y
= 0

в форме рядов Фурье с неопределенными коэффициентами xk,yk должны удо-
влетворять следующим граничным условиям по границе области основания
призмы При x = 1 и x = −1

∂2F

∂2y
+ C1

1− y2

η
= 0;

∂2F

∂x∂y
= 0.

При y = η и y = −η
∂2F

∂2x
= 0;

∂2F

∂x∂y
= 0.
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Из граничных условий следует бесконечная система для коэффициентов xk и
yk

η =
a

b

xk =
4k3η3

π(coth[kπη] + kπη
sinh[kπη]2

∞∑
n=1

yn
n2 + k2/η2)2

yk =
4k3η3

π(coth[kπη] + kπη
sinh[kπη]2

∞∑
n=1

xn
n2 + k2/η2)2

+
6η

kπ(coth[kπη] + kπη
sinh[kπη]2

Решим данную бесконечную систему, используя средства программы
Wolfram Mathematica 10.

Методом решения будет метод улучшенной редукции.
y/b a=b a=b a=2b a=2b

σxx(0, y)/S σxx(0.5, y)/S σxx(0, y)/S σxx(0.5, y)/S

0.0 -0.1409 -0.082 -0.3201 -0.2345
0.2 -0.1309 -0.077 -0.2831 -0.2099
0.4 -0.0953 -0.0582 -0.1709 -0.1333
0.6 -0.0163 -0.0133 0.204 0.0045
0.8 0.1369 0.08 0.2966 0.2196
1.0 0.4106 0.2589 0.6629 0.5353

В таблице представлены точные значения распределения нормального
напряжения σxx по основанию(квадратному a=b и прямоугольному a=2b)

На рисунках представлены трехмерные графики распределения напря-
жений.

Рис. 1. График распределения сдвигового напряжения σxy,
основание призмы прямоугольное
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Рис. 2. График распределения нормального напряжения σxx,
основание призмы прямоугольное.

Рис. 3. График распределения нормального напряжения σyy,
основание призмы прямоугольное.
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В работе рассматривается задача формирования расписания учебных заня-
тий для различного количества дисциплин, преподавателей, студенческих групп
и аудиторий. Создан прототип приложения с использованием языков програм-
мирования C++ и Пролог, позволяющий генерацию и редактирование вариантов
расписания.

Проблема автоматизации составления расписания — достаточно акту-
альная задача в системах управления учебным процессом вуза, но на данный
момент нет единого, общепринятого способа ее решения. В общей постанов-
ке задача составления расписания представляет собой процесс распределения
некоторого конечного набора событий во времени в условиях ресурсных и дру-
гих ограничений. В качестве исходных данных для составления расписания
выступают списки групп студентов, дисциплин, а также учебная нагрузка на
группы. Имеющийся ресурс выражен в качестве списка преподавателей, ко-
торые могут читать некоторые предметы в заданных группах, списка аудито-
рий, количества учебных дней в неделю, максимального количества занятий
в день. Необходимо составить оптимальное расписание занятий для каждой
группы по дням недели, распределить учебные аудитории в каждый из дней
недели, распределить нагрузку на преподавателей по дням с учетом их поже-
ланий. То есть наиболее удобным образом распределить имеющиеся ресурсы
в соответствии с запросами и выделить время для занятий каждой группы.
Существование удачно составленных расписаний говорит о том, что задача
составления оптимального расписания разрешима, или хотя бы о том, что
для нее существуют допустимые решения. Составление расписания относится
к задачам целочисленного программирования, сложность решения которых
растет экспоненциально с ростом числа и возможных значений варьируемых
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переменных (такие задачи относятся к классу NP-трудных задач). Кроме то-
го, для нее характерно наличие большого объема различной по своему составу
исходной информации и большого числа трудноформализуемых требований.
Указанные сложности препятствуют автоматизации процедуры составления
расписания, несмотря на наличие широкого спектра методов целочисленного
программирования [1].

В последние годы предпринимаются множественные попытки совершен-
ствования планирования учебного процесса путем построения алгоритмов оп-
тимизации задач планирования учебной работы вуза с использованием раз-
личных математических методов и средств разработки [2].

Рис. 1. Структура основного класса.

Для решения существующих проблем требуется построение гибкой и лег-
ко адаптируемой системы с использованием современных информационных
технологий. Необходима система, составляющая расписание в соответствии с
выбранными критериями и заданными требованиями. Данная система долж-
на иметь возможность дополнения и изменения существующей базы данных
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и пользовательского интерфейса. В результате проделанной работы разрабо-
тан прототип приложения, облегчающего пользователю работу по генерации и
модификации расписания учебных занятий. Необходимые структуры данных
вместе с основными операциями реализованы с использованием языка C++.
Содержание основного класса объектной модели, содержащего информацию
о расписании, показано на Рис. 1. Процедура автоматической генерации ва-
риантов расписания занятий реализована на языке Пролог на основе одного
из методов поиска в пространстве состояний. Операция перехода между со-
стояниями заключается в извлечении занятия из списка ещё неразмещённых
учебных занятий и помещении его на свободное место в расписании, с провер-
кой отсутствия накладок по преподавателю, группе и аудитории.

Данная система имеет удобный пользовательский интерфейс, позволя-
ющий легко освоить работу с программой, гибкость же программного кода в
случае необходимости позволит удовлетворить растущие требования к систе-
ме.

В настоящее время отрабатывается взаимодействии данного приложения
с редактором электронных таблиц, в котором расписание принимает оконча-
тельный вид и оформляется для вывода на печать.
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Работа посвящена задаче компьютерного моделирования процесса автома-
тического движения наземного транспортного средства на плоской поверхности



121

для различных сценариев. Чтобы построить такую модель, необходима разработка
программных систем и инструментальных средств, для формирования управления
автоматическим движением транспортного средства

В последнее время все больший интерес разработчиков стали привлекать
автономные мобильные роботы и автоматически управляемые транспортные
средства в неуправляемой среде, которые становятся всё актуальнее в повсе-
дневном окружении человека. Уже сейчас мы можем увидеть современные
беспилотные автомобили способные выполнять маневры разной степени
сложности (Google self-driving car, Tesla car).

Задача заключается в построении простых компьютерных моделей
автоматического управления движением автомобиля на плоскости и построе-
ния траектории этого движения. Само управление осуществляется на основе
аппарата нечёткой логики. В зависимости от задачи поставленной перед
автомобилем (например парковка), или среды с которой он взаимодействует
(например присутствие на карте препятствий), модель должна иметь соот-
ветствующий нечеткий контроль управления.

Для создаваемой системы нечеткого управления объектом будет модель
легкового автомобиля (рис. 1) определенного размера (l, w). Управление ав-
томобиля выполняется на уровне ускорения (υ), торможения (υ), поворота
колёс (θ). Начальное положение автомобиля определяется соответствующими
координатами (x0, y0), а также тем, под каким углом (ϕ) он расположен отно-
сительно осей или относительно финишной позиции [1]. Для решения задачи

Рис. 1. Модель автомобиля

моделирования в качестве основных информационных технологий выбраны
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системы управления на основе нечеткого вывода, такие как нечеткий кон-
троллер, с заданной нечеткой базой правил (рис. 2). Применение нечеткого
контроллера обусловлено его эффективностью в контексте сложных, нечетко
заданных процессов. Преимущества предлагаемого варианта решения – это
простота модели [2]. В нечетком контроллере база правил настраивается с
учётом масштаба карты. Для определения направления движения, нечеткий
контроллер получает данные о состоянии автомобиля (ϕ), расстоянии до цели
на карте (dist), а также, при наличии препятствий, данные о них (p1, .., pN ), и
производит процесс фаззификации. После определения выходных параметров
(υ, θ) через нечёткую базу правил, нечеткий контроллер производит дефаз-
зификацию. Таким образом определяется направление и скорость движения
автомобиля [3].

Рис. 2. Схема нечеткого контроллера

Рассмотрим три сценария моделирования подробнее.
• Первый – это классическая задача парковки. Задача заключается в

том, чтобы автомобиль занял положение в парковочном месте под
определенным углом [1].

• Второй – движения по карте к заданной точке без препятствий.
• Третий – движения по карте к заданной точке с препятствиями [4].

В зависимости от сценария, компьютерная модель отличается входящи-
ми в контроллер параметрами и базой нечетких правил.

Общая схема взаимодействия между элементами модели выполняющей
задачи автоматического управления и построения траектории движения изоб-
ражена на рис. 3.
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Рис. 3. Общая схема взаимодействия между элементами модели

Моделирование и реализация програмного решения осуществлялось с
использованием таких прикладных программ как Wolfram Mathematica и
Matlab. Результатом компьютерного моделирования являются построенные
траектории движения для каждого из сценариев: парковка, движение к це-
ли, движение к цели с препятствиями (рис. 4). Таким образом мы видим, что
поставленые задачи компьютерного моделирования выполнены.

Рис. 4. Результат моделирования движения для различных сценариев
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В самых различных задачах возникает необходимость решать системы
нелинейных уравнений. Конечно, когда речь идёт о нелинейных уравнениях
в общем случае, нет ни теорем о существовании, ни теорем о единственности
решения. Тем не менее, имея дело с системой

f(x) = 0,

предполагаем, что искомое решение существует. Оно, быть может, не един-
ственно, и метод, который будет рассмотрен ниже, не имеет целью найти все
решения; обычно достаточно будет какого-то одного. Более того, предполо-
жим, что из каких-то содержательных соображений известно примерное рас-
положение этого решения, некоторая не очень большая область, в которой
оно находится. Таким образом, лучше говорить не о решении систем нелиней-
ных уравнений, а об уточнении весьма грубого приближения к некоторому
решению.

Рассмотрим как можно решить систему алгебраических уравнений. В
случае, если система линейная, целесообразно прибегнуть к таким методам,
как метод Гаусса, метод Крамера или метод Ричардсона. Однако, если вид
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функции нам неизвестен, воспользуемся одним из итерационных методов чис-
ленного решения. В частности, рассмотрим метод Ньютона. Этот метод осно-
вывается на принципах метода простой итерации.

Классический метод Ньютона или касательных заключается в том, что
если xn - некоторое приближение к корню x∗ уравнения f(x) = 0, f ∈ C1,
то следующее приближение определяется как корень касательной к функции
f(x), проведенной в точке xn.

Уравнение касательной к функции f(x) в точке xn имеет вид:
f ′(xj) = y−f(xn)

x−xn
.

В уравнении касательной положим y = 0 и x = xn+1.
Тогда алгоритм последовательных вычислений в методе Ньютона состо-

ит в следующем:

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
.

Сходимость метода касательных квадратичная, порядок сходимости равен 2.
Таким образом, сходимость метода касательных Ньютона очень быстрая. Ес-
ли корень x∗ является корнем второй кратности и выше, то порядок сходимо-
сти падает и становится линейным [1].

К недостаткам метода Ньютона следует отнести его локальность, по-
скольку он гарантированно сходится при произвольном стартовом приближе-
нии только если везде выполнено условие |ff ′′|/(f ′2) < 1, в противной ситуа-
ции сходимость есть лишь в некоторой окрестности корня.

Также недостатком метода Ньютона является необходимость вычисле-
ния производных на каждом шаге.

Недостатком почти всех итерационных методов нахождения корней яв-
ляется то, что они при однократном применении позволяют найти лишь один
корень функции, к тому же, мы не знаем какой именно. Чтобы найти дру-
гие корни, можно было бы брать новые стартовые точки и применять метод
вновь, но нет гарантии, что при этом итерации сойдутся к новому корню, а
не к уже найденному, если вообще сойдутся [2].

В особенностях наличия/отсутствия и расположения корней уравнения,
а также работы метода Ньютона и других итерационных методов, позволяет
разобраться визуализация графиков функций, а также последовательности
шагов итерационного метода. Рассмотрим визуализацию на примере уравне-
ния

5x − 6x− 3 = 0

При начальном приближении x0 = 1.3 уже третий шаг метода Ньютона да-
ёт приемлемое приближение для одного из корней уравнения, как видно из
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Рис. 1. Метод Нью-
тона сходится

Рис. 2. Метод Нью-
тона не сходится

Рис. 1. В то же время на Рис. 2 показано, как при использовании для уравне-
ния

3x3 − 5x+ 5 = 0

начального приближения x0 = −0.14 при применении метода Ньютона наблю-
даются проблемы со сходимостью.

В двумерном случае метод Ньютона тоже имеет геометрический смысл
метода касательных, только теперь касательные принимают смысл не линий
на плоскости, а плоскостей в трёхмерном пространстве. Например, для систе-
мы уравнений {

sin(y − x) + 1.6x = 0

x2 + y2 − 1 = 0

на Рис. 3 показано расположение графиков соответствующих функций в плос-

Рис. 3. Метод Нью-
тона в плоскости x−y

Рис. 4. Метод Нью-
тона в пространстве

кости x − y, а также один шаг метода Ньютона при начальных значениях
x = −0.9, y = 0.2. Из этой диаграммы трудно понять, почему метод Ньютона
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выбрал именно такое направление и длину шага. Разобраться в этом помо-
жет трёхмерная визуализация, в которой по третьей оси задаются значения
функций левых частей уравнений. Она показана на Рис. 4.

На этом рисунке можно видеть, что такое направление и длина шага за-
даётся пересечением плоскостей, касательных к графикам соответствующих
функций, с координатной плоскостью. Таким образом, трёхмерная визуали-
зация позволяет геометрически пояснить поведение метода Ньютона в случае
систем уравнений.
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В работе рассматривается задача, которая стоит перед проектировщиком
локальной сети, стремящимся уменьшить вероятность блокировки перетоков ин-
формации.

1. Виртуальные частные компьютерные сети

Путём замены одного из компьютеров большой («глобальной») компью-
терной сети на роутер малой («локальной») компьютерной сети можно по-
лучить «подсеть». Рекурсивно можно построить разветвлённый односвязный
нециклический граф и получить древовидную топологию. Итак, если роутер
звездообразной сети A состоит в сети B, сеть A считается «подсетью» сети B.
При этом возможны два подхода:

• IP-адресация участников древовидной сети «сквозная», т. е., каждый
участник древовидной сети, независимо от глубины, на которой он
находится, виден из корневой сети.
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• Участникам подсети A1 разрешается иметь такие же IP-адреса, как
участникам независимой от A1 подсети A2. При этом участники под-
сетей A1 и A2 не видны из корневой сети.

В силу ограниченности множества всевозможных IP-адресов, приходит-
ся использовать второй подход («виртуальные» подсети). При нём для про-
кладки пути через маршрутизаторы необходимо грамотно построить таблицы
маршрутизации. Основные принципы коммутирования будут изложены в сле-
дующем пункте.

2. Коммутационные сети Клоза

Определение 1. «Матричным коммутатором» размерности — m×n назо-
вём набор выключателей, коммутрирующих m входов с n выходами. Мате-
матической моделью «матричного коммутатора» является бинарная мат-

рица


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

...

am1 am2 ... amn

, где ∀i = 1,m : ∀j = 1, n : aij ∈ {0, 1}.

Пример «матричного коммутатора» — программируемая микросхема
ПЗУ, где каждая точка коммуникации — плавкий предохранитель. При про-
граммировании необходимые предохранители программатор прожигает выбо-
рочно с помощью высокого напряжения, а при считывании с помощью низкого
напряжения можно определить, в какой точке коммуникации какое состояние
предохранителя. Легко видеть, что ёмкость такой микросхемы составляетm·n
бит:

Утверждение 5. Количество всевозможных состояний матричного ком-
мутатора размерности m× n составляет 2m·n.

Определение 2. Кроссбаром (англ. "Crossbar") размерности m×n назовём
«матричный коммутатор» размерности m × n, выполняющий следующие
условия:

• Запрещается один и тот же вход одновременно подключать к
нескольким разным выходам.

• Запрещается к одному и тому же выходу одновременно подключать
несколько разных входов.

• Каждый вход должен иметь возможность подключиться к какому-
нибудь выходу. Отсюда следует, что количество входов не должно
превышать количество выходов (m ≤ n).
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Утверждение 6. Количество всевозможных состояний кроссбара m×n со-

ставляет
n!

(n−m)!
(при условии, что все входы куда-то подключены).

Определение 3. Пусть имеется r «входящих» кроссбаров. Каждый имеет
размерность n×m. Столько же «исходящих» кроссбаров размерности m×n
(таким образом, имеем r · n входов и столько же выходов). Пусть имеется
также m кроссбаров «среднего яруса», каждый из которых имеет размер-
ность r × r. Все эти кроссбары соединим по схеме рис. 1. Полученную сеть
назовём «сетью Клоза».

Рис. 1. Сеть Клоза

Смысл в построении сетей Клоза заключается в том, что сеть Клоза
имеет меньшее количество точек коммутации по сравнению с аналогичным
«одноядерным» кроссбаром.
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Пример 1. Рассмотрим кроссбар размерности 2 × 2. Количество возмож-

ных состояний составляет, согласно утверждению 6, лишь
2!

0!
= 2! = 2 (па-

раллельное коммутирование и перекрёстное коммутирование), между тем,
количество точек коммутации составляет 2 · 2 = 4.

Иными словами, для того, чтобы переключаться между двумя состоя-

ниями кроссбара 2 × 2

(
0 1

1 0

)
и
(

1 0

0 1

)
, необходимо манипулировать

4 перемычками. При большем количестве входов и выходов этот недостаток
кроссбара будет всё ощутимее:

Утверждение 7. Количество точек коммутации в сети Клоза
2 · r · m · n + m · r2 = (2 · n + r) · r · m. Между тем, аналогичный кроссбар
имел бы размерность r · n × r · n, при этом содержал бы (r · n)2 точек
коммутации.

Определение 4. Сеть Клоза называется «строго неблокирующей», если
свободный вход входящего кроссбара всегда может быть соединён со свобод-
ным выходом исходящего кроссбара без необходимости перекоммутации уже
существующих соединений.

Следующий вывод составляет основу классической статьи [1]:

Теорема 1. Достаточное условие для того, чтобы сеть Клоза являлась
«строго неблокирующей», можно записать формулой:

m ≥ 2 · n− 1. (2.1)

Определение 5. Сеть Клоза называется «условно неблокирующей» или
«неблокирующей при перекоммутациях», если свободный вход входящего
кроссбара всегда может быть соединён со свободным выходом исходящего
кроссбара при допущении перекоммутации уже существующих соединений

Очевидно, что если сеть Клоза является «строго неблокирующей», она
является и «условно неблокирующей», но достаточное условие для того, чтобы
сеть Клоза была «условно блокирующей», много мягче условия (2.1): m ≥ n.

Определение 6. Если m < n, то сеть Клоза называется «допускающей
блокировки».
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Рассматриваются вопросы применения моделей и методов дисперсионного
анализа в задачах изучения и анализа многомерных данных. Рассмотрены основ-
ные модели одномерного и многомерного дисперсионного анализа и методы провер-
ки гипотез. Приведены иллюстрирующие примеры и прикладные задачи анализа в
области образования.

Одним из мощных и широко распространенных методов многомерно-
го статистического анализа является дисперсионный анализ. Более того, он
занимает особое место в статистических исследованиях, поскольку практиче-
ски все модели анализа данных опираются на изучение вариации признаков
и численные оценки этой вариации (дисперсии). Концепция дисперсионного
анализа была предложена Р. Фишером в 1920-х годах. Несмотря на глубо-
кую проработанность теоретических обоснований и широкое использование в
прикладных задачах, методы дисперсионного анализа остаются актуальны-
ми в современных исследованиях, использующих процедуры статистического
анализа больших массивов данных.

Сочетание ANOVA (Analysis of Variances) само означает анализ вариаций
(дисперсий). Для этой группы методов характерно наличие одной зависимой
переменной, на вариацию которой оказывают влияние одна или несколько
независимых переменных – факторов. При этом факторы могут иметь неко-
личественный характер; предполагается возможность их изменения в несколь-
ких уровнях. Зависимая переменная обязана быть количественной и нормаль-
но распределенной. В этом заключается важное отличие метода дисперсион-
ного анализа от Т-теста сравнения средних, который не опирается на анализ
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причины вариации между сравниваемыми группами и работает только для
количественных нормально распределенных данных.

Для многомерного статистического анализа характерно сочетание
MANOVA (Multicriterian Analysis of Variances). В этом случае предполагается
наличие группы зависимых переменных, варьирующих под влиянием ряда
факторов. В этом случае возрастает сложность вычислений, но содержание и
основные принципы не меняются: проверяются гипотезы о равенстве средних
в подгруппах, соответствующих плану эксперимента.

Модель дисперсионного анализа есть математическое соотношение,
представляющее каждую переменную в виде суммы среднего значения и
ошибки; среднее значение представляется в виде суммы генерального средне-
го и «эффекта» от каждого фактора и комбинаций факторов. Возникающие
статистические задачи связаны с оценкой этих эффектов и проверкой гипотез
о них.

Теоретической основой моделирования является общая линейная модель,
выражающая значения зависимой переменной через линейную комбинацию
факторов, включенных в анализ, с учетом ошибки. С помощью метода наи-
меньших квадратов определяются оценки параметров модели, а также оцен-
ка дисперсии как средний квадрат ошибки, или остаточная сумма квадратов.
Получают также разложение общей суммы квадратов на компоненты, связан-
ные с дифференциальными эффектами и эффектами взаимодействий. Для
проверки гипотез используется F-критерий Фишера.

В рамках одномерной модели рассматриваются однофакторный ANOVA
(One way ANOVA), двухфакторный ANOVA с пересекающимися факторами,
а также ANOVA с повторными наблюдениями (Repeated Measures ANOVA).
Применение этих моделей для выявления закономерностей данных проиллю-
стрировано примером анализа сводных данных оценки знаний студентов фа-
культета.

Задачи и методы многомерного дисперсионного анализа (MANOVA) опи-
раются на обобщенную линейную модель, которая образуется из взятых вме-
сте общих линейных моделей для всех зависимых переменных, включенных в
анализ. В этом случае рассматриваются остаточные суммы квадратов и оста-
точные суммы произведений, на основе которых определяются несмещенные
оценки дисперсий.

Наиболее важное значение отводится матрице R1 остаточных сумм квад-
ратов и произведений. Водится также матрица (R1 – R0) сумм квадратов и
произведений, обусловленных отклонением от гипотезы.
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Разложение R1 = R0 – (R1 – R0) является обобщением многомерного
дисперсионного анализа. Таким образом, отклонение от гипотезы может быть
определено сравнением матриц R0 и (R1 – R0).

Для проверки гипотезы могут быть использованы различные функции,
зависящие от корней λ1,λ2,. . . ,λp характеристического уравнения det(R1 –
λR0)=0. В числе критериев наиболее часто используются следующие:

1) критерий наибольшего характеристического корня V=maxλ1,λ2,. . . ,λp
предложен С. Н. Роем (Roy S. N, 1965) на основе эвристического метода, по-
скольку этот корень отражает максимальное отклонение от гипотезы;

2) Λ-критерий Уилкса: ?=λ1,λ2,. . . ,λp=|R0|/|R1| предложен Уилксом
(Wilks S. S., 1961). Статистика Λ при некоторых сочетаниях параметров име-
ет F распределение. В общем случае Λ имеет приближенно распределение
хи-квадрат с ps степенями свободы. Лучшая аппроксимация для Λ-критерия
предложена Рао (Rao S. R.) и сводится к F-распределению;

3) критерий следа Лоули и Хотеллинга (Lawley D. N., Hotelling H., 1951)
T 2=Σλ1. Этот критерий считается удобным для практических вычислений,
так как не требует нахождения собственных значений. Здесь также можно при
определенном сочетании параметров использовать хи-квадрат распределение
или F распределение.

Рассматривается ряд примеров дисперсионного анализа для одномер-
ного и многомерного случая, разработанных автором для задач анализа в
области образования и основанных на статистических данных успеваемости,
результатах опросов. Эти примеры могут быть использованы в качестве сцена-
риев статистического моделирования в лабораторном практикуме по анализу
данных.

Так, например, рассмотрены модели дисперсионного анализа, данные
для которых взяты из сводной ведомости успеваемости студентов факультета
по итогам сессии. Генеральная совокупность (весь контингент бакалавриата)
разбита на группы по направлениям подготовки (кодыМ, ПМ, ПМИ) и курсам
(1, 2, 3, 4). Оцениваемые отклики в модели – относительное значение успевае-
мости (ABS), относительное значение качества (QUA). В качестве возможных
факторов, определяющих различие средних в группах рассматриваются на-
правления и курсы.

По отдельности рассмотрены две одномерные модели с зависимыми пе-
ременными ABS и QUA. Наблюдения образуют полные факторные планы
3х4. Получены оценки дифференциальных эффектов по итогам одной сессии.
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Гипотеза о равенстве средних принимается по значению F-критерия. Интер-
претация принятия гипотезы такова: относительные значение успеваемости и
качества не показывают статистически значимой зависимости от факторов.

Рассмотрена также модель многомерного дисперсионного анализа на ба-
зе полного двухфакторного плана с двумя зависимыми переменными ABS и
QUA. Значение Λ-критерия Уилкса также не отклонило гипотезу о равенстве
средних, что согласуется с результатами и интерпретацией одномерного ана-
лиза.
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Восстановление функций по данным косвенных измерений явля-
ется типичной задачей дистанционного зондирования, восстановления
изображений. Соответствующие системы моделируются линейными или
нелинейными интегро-дифференциальными уравнениями, экстремальны-
ми задачами и их дискретными аналогами. Как правило, такие задачи
являются некорректными. Для их решения разрабатываются регуляризиру-
ющие алгоритмы [1 - 3]. Существенно используется информация (знания)
о решении и характере вносимых измерительной системой погрешностей.
Не существует универсального алгоритма решения таких задач. Актуальной
является разработка интеллектуальных агентов (ИА)[4], использующих
знания о моделях, алгоритмах, решениях (априорная информация), погреш-
ностях, прецедентах. Такие ИА могут быть однотипными или специализи-
рованными, работать в группе, обмениваться информацией, осуществлять
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декомпозицию задачи. Исследуем частный случай разработки ИА для задачи
обработки данных с моделью в виде нелинейного интегрального уравнения
первого рода типа Урысона∫ b

a

f(s)k(t− z(s))ds = u(t), c ≤ t ≤ d. (0.1)

Исследуем случаи, в которых допускается сведение к линейным инте-
гральным уравнениям, обыкновенным дифференциальным уравнениям
или уравнениям в частных производных [5, 6]. Пусть известна априорная
информация о монотонности функции z(s) (z(s) принадлежит классу мо-
нотонно возрастающих функций), функция ψ(τ) = α(φ(τ))/z′(φ(τ)) ∈ W 1

2 ,
где τ = z(s). При заданных уровнях погрешности η = (h, δ): h - оператора
и δ - правой части найдется такое значение параметра регуляризации
α(η), что приближенное решение z̃αη находится из решения обыкновенного
дифференциального уравнения 1-го порядка

z′(s)ψ(z(s)) = f(s), a ≤ s ≤ b, (0.2)

где функция ψ(z) является решением уравнения Эйлера для функцио-
нала А. Н. Тихонова: Mα = α ‖ψ‖2W 1

2
+ ‖Bhψ − uδ‖2L2

, где Bψ = n ∗ ψ.
По априорной информации о монотонности, гладкости и уровне погреш-
ности ИА осуществляет построение приближенного решения функции ψ,

Рис. 1. Пример работы ИА

а по дифференциальному уравнению (0.2) находится искомая функция
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z(s). При этом искомыми являются также величины z(a) и z(b). Для
квазиреального вычислительного эксперимента необходимо решить (мно-
гократно) как прямую, так и обратную задачи. Используя результаты
работы [1] разработан пакет программ на языке Си для ИА, реализу-
ющий алгоритмы решения (0.1) с учетом поступающей информации.
Для примера f(s) = 1 − s2, z(s) = s − 3

2 , k(x) = e−80(x− 1
2 )2 , −1 ≤ s ≤ 1,

−3 ≤ t ≤ 0, рис. 1 показывает результат работы ИА.
В результате работы алгоритма уточняется локальный носитель для

функций f(s) и ψ(z), устранена избыточная информация, полученная в
ходе сканирования, то есть определен участок восстанавлеваемой функ-
ции ψ(z). Разработанный пакет для ИА успешно справляется с хорошо
восстанавлеваемые функциями, когда уровень погрешности η невелик
или когда доступна информация, устраняющая двузначность функций.
Рассмотрим другой пример с использованием f(s) = s − s3 и
−2 ≤ t ≤ 0. Из рис. 2 можно видеть, что решение неустойчиво на
концах отрезка. Соответственно, предложенный ИА качественно вос-

Рис. 2. Пример неустойчивости решения на границах отрезка

станавливает решение на более узком отрезке. Этого вполне доста-
точно для восстановления кусочно-монотонных функций, но предва-
рительно необходимо решить задачу о нахождении точек экстрему-
ма искомой функции. На рис. 3 можно видеть, что участок прямой
можно выделить локально, все остальное же определяется как шумы.
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В качестве уточняющей информации используются результаты сканирования
со сдвигом по t. Появляется избыточная информация для восстановления
функции ψ(z) и тем самым функции z(s). Используя информацию от ска-
нирования с различных точек, можно повысить точность восстановления
искомой функции z(s).

Рис. 3. Пример работы ИА в неустойчивом режиме
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В работе рассматриваются проблема и класс задач теории принятия реше-
ний, а также задача многокритеральной оптимизации.

Проблема принятия решений возникает, если нам предоставляется
несколько альтернативных вариантов и нужно выбрать только один из
них. Считаем, что такой выбор не случайный и совершается в соответствии
с некоторыми критериями. Теория принятия решений рассматривает все
процессы, оказывающие влияние на выбор лучшего варианта из множества
допустимых альтернатив.

Традиционно принято выделять следующие задачи принятия решений:
• упорядочение альтернатив, имеющих оценки по многим критериям;
• классификация многокритериальных альтернатив;
• выделение лучшей альтернативы.
Во многих практических задачах принятия решений альтернативы оце-

ниваются не по одному, а по нескольким критериям. Например, при покупке
оборудования мы сталкиваемся с такими критериями: стоимость, надежность,
производительность и т.д. Наличие нескольких критериев делает задачу при-
нятия решений многокритериальной.

Поиск решения многокритериальной задачи не представляет особых
сложностей, если предпочтение по одному критерию влечет за собой такое
же предпочтение по другому критерию, т.е критерии кооперируются. Реше-
ние многокритериальной задачи также не представляет особых сложностей,
если критерии нейтральны по отношению друг к другу, т.е поиск решения
по одному критерию никаким образом не отражается на поиске решения по
другому критерию [1].

Однако в общем случае несколько критериев могут противоречить друг
другу, и, как правило, нельзя выбрать какой-то один вариант, который будет
оптимальным по всем критериям. Необходимо найти компромиссное реше-
ние [2].
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К примеру, в задаче покупке оборудования критерии стомоисть и произ-
водительность конфликтуют, если нам необходим дешевый и мощный вари-
ант: высокая производительность, как правило, соответствует высокой стомо-
сти, и наоборот.

Как известно, для любой многокритериальной задачи целесообразно
рассмотреть множество решений (т.е. значений параметра управления), опти-
мальных по Парето. Эти решения оптимальны в том смысле, что не существу-
ет возможных решений, которые бы превосходили бы Парето-оптимальные
решения одновременно по всем критериям. Точнее, превосходили бы хотя бы
по одному критерию, а по остальным были бы столь же хорошими [3].

Задача многокритериальной оптимизации.

maximize{f(x) = (f1(x), . . . , fK(x))}, x ∈ X

где f(x) : X → RK – целевая вектор-функция, где K ≥ 2

Так как не существует единого решения, которое было бы максималь-
ным для всех целевых функций, вместо него можно искать множество Парето
оптимальных значений X∗ ⊆ X .

Множество Парето оптимальных значений.

∀x∗ ∈ X∗ 6 ∃x ∈ X : x � x∗,

где
x � x∗

⇔
(∀i ∈ 1..K, (fi(x) ≥ fi(x∗)) ∧ (∃i ∈ 1..K, fi(x) > fi(x

∗)))

Выражение x � x∗ означает, что x доминирует над x∗. Говорят, что x
доминирует над x∗ по Парето, если x не хуже x∗ по всем критериям и хотя бы
по одному критерию превосходит x∗. В таком случае в выборе x∗ нет смысла,
т.к. x по всем параметрам не уступает, а по каким-то и превосходит x∗.

Принятие решений — это прикладная научная дисциплина. Основную
роль в ее развитии играют практики, помогающие людям в сложных задачах
выбора. Создание методов принятия решений требует рассмотрения матема-
тических, психологических и информационных проблем. В связи с этим в
развитии принятия решений как научного направления принимают участие
математики, психологи, специалисты по искусственному интеллекту, теории
организаций, информационным технологиям, вычислительной технике.
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В статье объясняются общие принципы построения систем структурно-
го распознавания образов на примере задачи распознавания структуры рукописной
таблицы

Введение

Существует целый класс задач распознавания образов не поддающийся
решению при помощи обычного статистического подхода, стандартных ней-
росетей или SVM. Примерами таких задач могут послужить распознавание
химической структуры, математической формулы, таблицы. Это лишь неко-
торые задачи структурного распознавания, но уже можно заметить: образ со-
стоит из иерархии более простых образов, и сама иерархия несёт в себе много
информации об объекте. В случае с математической или химической форму-
лой важно не только распознать символ, но и верно распознать структуру, где
этот символ находится, является ли он степенью, знаменателем или числитель
дроби и т. д. В подобных задачах отсутствие информации о структуре делает
все остальные данные бесполезными. Для подобных задач выделяют отдель-
ный подход в распознавании — структурное распознавание образов. Вопрос:
чем класс задач структурного распознавания отличен от задач обычного рас-
познавания образов?
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(1) Каждый образ представляет собой иерархию взаимоотношений между
более простыми образами (непроизводнымыми элементами), при этом
эта иерархия важна для получения результата, т.е. важно положение
более простых образов в структуре образа.

(2) Множество всевозможных классов образов в задаче настолько велико
что сложно получить даже репрезентативную выборку из этого мно-
жества.

Постановка задачи распознавания структуры рукописной
таблицы

Сформулируем задачу распознавания структуры рукописной таблицы.
Дано: цветное растровое изображение произвольной нарисованной от руки
таблицы, которая может содержать объединённые ячейки, неровные, преры-
вистые, косые линии. Требуется — представить таблицу в виде описания на
формальном языке, к примеру на языке html или LATEX.

Рис. 1. Пример изображения на входе

Данная задача является задачей структурного распознавания. Рассмот-
рим некоторые определения данного подхода.

Определение 1. Подклассом образов понимается некоторая категория,
определяемая рядом свойств, общих для всех её элементов [1].

Определение 2. Непроизводный элемент — подобраз являющийся состав-
ным элементом образа, структурой в непроизводном элементе мы можем
принебречь [1].

Определение 3. Операции композиции — всевозможные взаимоотношения
между непроизводными элементами, для химической формулы это может
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быть наличие химической связи между группами непроизводных элемен-
тов, для математического выражения это могут быть различные опера-
ции между непроизводными элементами, например взаимная ориентация
непроизводных элементов на плоскости [2].

Определение 4. Язык описания образа — язык обеспечивающий структур-
ное описание образа в терминах множества непроизводных элементов и опе-
раций композиции этих элементов. Как правило является грамматикой, Но
в некоторых случаях вместо грамматики в данном блоке могут использо-
ваться графы зависимостей [2].

В нашем случае непроизводными элементами будут являться разные ти-
пы пересечения пар отрезков (T-образные, Γ-образные, X-образные), операция
композиции — наличие связи между соседними непроизводными элементами,
в зависимости от их ориентаций и типов пересечения.

Общее устройство системы структурного распознавания образов

Любую систему структурного распознавания образов можно разделить
на три основных стадии следующие друг за другом, а именно: стадия предо-
бработки, стадия представления объекта, стадия структурного анализа [1].

Предобработка осуществляет предобработку образа объекта, сюда отно-
сится кодирование и аппроксимация, функции фильтрации и удаления шумов.
В случае нашей задачи этот блок занимается переводом цветного изображе-
ния в градации серого [3] и последующей адаптивной бинаризацией [3].

Представление объекта занимается сегментацией объекта, поиском
непроизводных элементов, обнаружением структуры путём композиции
непроизводных элементов, их классификацией в зависимости от образа
непроизводного элемента и его положения в структуре в соответствии с
заданной грамматикой. В нашей задаче этот блок будет заниматься поиском
множества различных отрезков с помощью преобразования Хаффа [3],
нахождением пересечений между ними, а также созданием структуры объ-
единяя соседние непроизводимые элементы последовательно, учитывая их
ориентацию и тип. Таким образом мы получим планарный граф вершинами
которого будут точки пересечения, а наличие отрезка между соседними на
фото пересечениями будет означать наличие ребра между соответствующими
вершинами графа.

Структурный анализ объекта занимается проверкой непроизводных
элементов и операций композиции между этими элементами, согласно ранее
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заданному языку описания образа. Также этот блок занимается построени-
ем ответа системы. Т. е. в случае нашей задачи он будет заниматься обходом
построенного ранее планарного графа связей между непроизводными элемен-
тами, учитывая горизонтальным или вертикальным является определённый
отрезок соединяющий непроизводные элементы на изображении, а также тип
непроизводного элемента. Это позволит нам получить с каждой строки и
столбца, объединив их в таблицу мы можем описать её на любом формальном
языке.

Вывод

Рассмотренный обобщённый подход предлагает вариант декомпозиции
задачи структурного распознавания на структуру и неприводимые объекты,
в результате чего ранее нерешаемые статистическими подходами задачи могут
быть сведены к простым разделённым задачам статистической классифика-
ции и поиску структуры. С помощью этого подхода удаётся решить задачу
распознавания структуры рукописной таблицы. Подобные задачи сегодня не
редкость, и помимо обычного распознавания достаточно абстрактных понятий
как то математические выражения, химические формулы и таблицы, подоб-
ными способами строят современные системы позволяющие создавать вполне
корректные описания объектов на сцене (фото) и связей между ними (Как,
например, «Человек сидит в кресле и держит стакан») [4].
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В работе рассматривается создание и исследование компьютерной модели
задачи минимизации массы симметричной трёхстержневой фермы (показано на
Рис. 1) из двух материалов при одном случае нагружения, с ограничениями сверху
на уровни напряжений в стержнях, и снизу на величины проектных парамет-
ров. Исследовано поведение созданной модели при различных вариантах задания
используемых материалов. Кроме того, проведено сравнение оптимальных проек-
тов фермы, построенных на базе линейно-упругой модели материалов, а также
при учёте реального нелинейного поведения материалов.

Данная работа посвящена исследованию и разработке компьютерной мо-
дели для визуализации двумерной задачи оптимального проектирования трех-
стержневой фермы. В связи с целью данной работы, были поставлены следу-
ющие задачи: - изучить теоретическое описание данной задачи; - программно
реализовать данную задачу, создать удобный для пользователя интерфейс и
визуально отобразить оптимальные значения конструкции; - протестировать
созданную программную модель на разных материалах и сравнить получен-
ные данные для нелинейных и линейных свойств материалов.

Данная работа содержит три раздела. Первый раздел посвящен теорети-
ческим основам для получения представлений о данной задачи. Второй – раз-
работку компьютерной модели и пользовательского интерфейса. В третьем
разделе рассматриваются поведения при сравнении линейной и нелинейной
моделей материалов.

В теории оптимального проектирования изучаются вопросы наилучшего
выбора силовой схемы, формы, свойств матеариалов и условий работы кон-
струкции, исследуются общие закономерности экстремальных решений и раз-
виваются эффективные методы оптимизации. В результате исследований по
оптимальному проектированию выясняются предельные возможности улуч-
шения конструкций, оценивается качество традиционных (неоптимальных)
сооружений и выявляются наиболее эффективные способы их совершенство-
вания. Изучением и количественным определением минимумов и максимумов
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Рис. 1. Трёхстержневая ферма

функций (функционалов) занимается специальный раздел математики – тео-
рии оптимизации, включающий в себя методы оптимизации различных клас-
сов функций.

Рис. 2. Область допустимых значений и градиент целевой функции
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Выбор функционалов, рассматриваемых при оптимальном проектирова-
нии, является частью постановок задач оптимизации. На этот выбор влияют
многие обстоятельства: основное назначение конструкции, условия эксплуа-
тации, технологические возможности ее создания, ограничения по стоимости,
свойства модели, принимаемой для описания механического поведения кон-
струкции, априорные свойства оптимальной задачи [1]. Далее обсудим некото-
рые типичные функционалы, наиболее часто рассматриваемые при оптимиза-
ции конструкций. Вес - одна из основных характеристик конструкции, и поэто-
му в большинстве работ по оптимальному проектированию этот функционал
либо рассматривается в качестве оптимизируемого критерия качества, либо
фигурирует среди других принимаемых ограничений. Вес конструкции харак-
теризует как расход материалов, необходимых для ее создания, так и неко-
торые ее эксплутационные свойства. Например, увеличение веса конструкций
летательных аппаратов приводит не только к увеличению количества матери-
алов, идущих на изготовление конструкции, но и к большому расходу топлива
при полете, ухудшению ряда других летных характеристик [2].

Рис. 3. UML-диаграмма классов объектной модели задачи

Визуально показана задача минимизации массы симметричной трёх-
стержневой фермы из двух материалов при ограничениях на максимально
допускаемые напряжения и ограничениях на минимально допускаемые значе-
ния проектных параметров (область допустимых значений показана на Рис.
2). Проектными параметрами являются площади поперечного сечения стерж-
ней. Была реализована и компьютерная модель в виде программного прило-
жения – Java апплета (показано на Рис. 3). Протестированы и исследованы
поведения задачи при задании различных параметров.
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На сегодняшний день, когда вычислительная мощность компьютеров
стала довольно высокой, визуализация различных эффектов при соударениях
считается весьма востребованной задачей, поскольку такая реализация при-
меняется повсеместно и является неотъемлемой частью практически любой
смоделированной сцены. Все эффекты оказывают большое влияние на реали-
стичность, и их реализуют в самых разных сферах (разработка компьютерных
игр, моделирование спецэффектов, создание анимации). Однако редко когда
в приложениях учитывают эффекты, связанные с вращением.

При лобовом центральном соударении центры масс обоих тел двигаются
вдоль одной и той же линии. Силы взаимодействия, возникающие при соуда-
рении, параллельны направлению движения. Если применить к такой системе
двух тел закон сохранения импульса , то полный импульс системы будет равен
алгебраической сумме импульсов обоих тел (Рис. 1). При упругом соударении
на протяжении кратковременного соприкосновения тела двигаются с общей
скоростью, затем они разлетаются и продолжают двигаться с разными скоро-
стями. При этом выполняются законы сохранения импульса и механической
энергии [1]:

m1v
′
1 +m2v

′
2 = m1v1 +m2v2,

1

2
m1v

′2
1 +

1

2
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2 =
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Эффект Магнуса — физическое явление, возникающее при обтекании
вращающегося тела потоком жидкости или газа. Образуется сила, воздейству-
ющая на тело и направленная перпендикулярно направлению потока. Это яв-
ляется результатом совместного воздействия таких физических явлений, как
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Рис. 1. Упругое соударение

эффект Бернулли и образования пограничного слоя в среде вокруг обтека-
емого объекта. Вращающийся объект создаёт в среде вокруг себя вихревое
движение. С одной стороны объекта направление вихря совпадает с направ-
лением обтекающего потока и, соответственно, скорость движения среды с
этой стороны увеличивается. С другой стороны объекта направление вихря
противоположно направлению движения потока, и скорость движения среды
уменьшается. Ввиду этой разности скоростей возникает разность давлений,
порождающая поперечную силу от той стороны вращающегося тела, на кото-
рой направление вращения и направление потока противоположны, к той сто-
роне, на которой эти направления совпадают. Эффект впервые описан немец-
ким физиком Генрихом Магнусом в 1853 году. Формулы для расчета силы
[2]:

• Идеальная жидкость:
~R = −p~Γ× ~u∞

• Вязкая жидкость:

F =
1

2
pV 2ACl
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При учёте вращения тел следует также учитывать изменение угла отско-
ка при их соударениях со стенками, когда угол падения оказывается не равен
углу отражения. Например, мяч со скоростью v0 подлетает к стене с углом
90◦ к её поверхности, вращаясь с угловой скоростью вокруг оси параллельной
стене. Пусть N(t) — зависимость от времени силы упругой реакции стены.
Время будем отсчитывать от момента, когда мяч пришёл в соприкосновение
со стеной. Если µ — коэффициент трения скольжения мяча по стене, то в
момент времени t составляющая скорости мяча, параллельная стене, опреде-
ляется формулой [3]

vx(t) =
µ

m

t∫
0

N(t)dt,

где m — масса мяча. Зависимость от угловой скорости мяча даётся формулой

ω(t) = ω0 −
µR

I

i∫
0

N(t)dt,

где R — радиус мяча, а I — его момент инерции (мы предполагаем, что удар
не очень сильный и деформация мяча мала по сравнению с радиусом). Запи-
санные формулы справедливы только до момента времени t, в которой закон-
чится проскальзывание мяча по поверхности стены, ведь мы воспользовались
законом, справедливым только для силы трения скольжения. Интуитивно яс-
но, что при малых значениях коэффициента трения µ проскальзывание может
продолжаться в течение всего времени отскока, а при больших значениях µ
проскальзывание может прекратиться, когда мяч еще прижат к стене. Это
значит что в момент времени t, когда проскальзывание прекратилось,

vx(t) = Rω(t)

и мяч начинает просто катиться по стене. Следовательно, с момента времени
t, угловая скорость и x-составляющая скорости мяча постоянны. Подставив в
последнее равенство выражения для vx и ω, получим

t∫
0

N(t)dt =
ω0R

µ
m + µR2

I

.

Запишем момент инерции мяча в виде I = γmR2, где γ = 2/5, если мяч
сплошной и однородный, и γ = 2/3, если мяч —- надутая воздухом массивная
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оболочка. Тогда
t∫

0

N(t)dt =
ω0R

µ(γ + 1)
.

Описанные в данной статье принципы можно использовать при созда-
нии компьютерных игр, моделировании отдельных спецэффектов или же, как
отдельную анимацию. Программист связанный с компьютерный графикой и
работающий, например, с такими программами как 3D Max, Maya или же
Cinema 4D studio не обойдется без знаний о моделировании эффектов. В на-
стоящее время разрабатывается приложение с демонстрацией указанных эф-
фектов.
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Разработка веб-приложения физического процесса диффузии газа методиче-
ское пособие для школьников, реализованное на языке JavaScript.

Введение

Всемирная паутина является готовой платформой для создания и ис-
пользования распределенных машинно-ориентированных систем на основе
веб-сервисов. Веб-сервер выступает в качестве сервера приложений, к кото-
рым обращаются не конечные пользователи, а сторонние приложения. Это
позволяет многократно использовать функциональные элементы, устранить
дублирование кода, упростить решение задач интеграции приложений Веб-
сервис обладает рядом преимуществ по сравнению с «настольными» програм-
мами.
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В первую очередь веб-сервис не требует установки на компьютер. Для
доступа к нему достаточно наличие подключения к Интернет. Все, что нужно
- установленный браузер последних версий. База данных, созданная в онлайн-
системе, хранится на сервере в специализированном дата-центре. Благодаря
резервному копированию она надежно защищена от потерь, а зашифрован-
ный канал передачи данных гарантирует их конфиденциальность и защиту
от перехвата. Также не нужно следить за обновлением программы - все про-
исходит автоматически.

1. Физический процесс диффузия

Рассматривается физический процесс взаимной диффузии газов. В на-
чальный момент времени в сосудах находятся частицы разных сортов. Дав-
ления и температуры газов одинаковы. Со временем, при тепловом движении
частиц, происходит постепенное проникновение частиц в соседние сосуды, в
результате чего в каждом из них оказываются частицы обоих сортов. Спу-
стя некоторое время концентрации компонентов смеси станут одинаковыми в
обеих половинках сосуда. Такое проникновение молекул одного газа в среду
молекул другого газа называется взаимной диффузией. Скорость диффузии
сильно зависит от длины свободного пробега молекул. Длина свободного про-
бега (λ)есть среднее расстояние, пролетаемое частицей между двумя последо-
вательными столкновениями. За секунду молекула в среднем проходит путь,
равный ее средней скорости < V >. Процесс диффузии протекает достаточ-
но медленно, если длина свободного пробега намного меньше размеров сосуда.
Для двухкомпонентной системы смеси двух газов с парциальными плотностя-
ми стационарная диффузия, происходящая вдоль оси Х, описывается первым
законом Фика:

jMi = −Dδpi

δxi
(1)

Здесь jMi – плотность потока массы i-й компоненты, т.е. масса молекул
рассматриваемого типа, переносимая через единичную площадку, перпенди-
кулярную к градиенту плотности, в единицу времени. Коэффициент пропор-
циональности между плотностью потока диффундирующих частиц и градиен-
том их концентрации называется коэффициентом диффузииD. Коэффициент
диффузии для газов определяется формулой:

D ∼=
1

3
< ν >< λ > (2)
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< v >– средняя скорость хаотического движения молекул,< λ >– сред-
няя длина свободного пробега.

2. JavaScript реализация

Исходный код реализации алгоритма на JavaScript задаётся следующим
образом:
\for (var i = 0; i < parts.length; i++)\\ проходим по всем частицам
{
for (var j = 0; j < parts.length; j++)\\и ещё раз.
Это частицы с которыми будем проверять пересечение
{
if (i != j)\\убеждаемся что перед нами две разные частицы{
var dist = ddDist(parts[i].x, parts[i].y, parts[j].x, parts[j].y);
if (dist <= parts[i].radius + parts[j].radius)\\если расстояние
между центрами частиц меньше сумме их радиусов- они пересеклись{

var vect = normVect(ddVect(parts[i].x, parts[i].y,
parts[j].x, parts[j].y));

\\получаем нормированный вектор относительно
первой частицы по направлению ко второй
var coi = Math.max(parts[i].radius + parts[j].radius
/ dist, 1)* 0.3;\\коэффициент вхождения. Т.е. чем сильнее
одна частица вошла в другую, тем с большей скоростью её оттолкнём.
parts[i].vx += -vect[0] * coi;\\устанавливаем обратный
столкновению вектор движения.
parts[i].vy += -vect[1] * coi;\\отталкиваем частицу
parts[j].vx += vect[0] * coi;\\ устанавливаем вектор
для обратного (относительн второй частицы) движения

parts[j].vy += vect[1] * coi;\\ тоже отталкиваем в обратную
от места столкновения сторону
if (ddDist(0, 0, parts[i].vx, parts[i].vy) > 1)
{ parts[i].vx *= 0.9; parts[i].vy *= 0.8; }

\\если скорость частицы больше 1, то постепенно замедляем её
В функции calculate()
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Заключение

Реализовано веб-приложение физического процесса диффузии газа в ин-
терактивном режиме запуск любом браузере компьютера. Частицы передви-
гаются, сталкиваются и разлетаются в разные стороны:

• Создан класс частицы.
• Вывод графики
• Расчёт векторов столкновения с учётом радиусов и изменения полёта.
• Передвижение частиц, отскок от стен сосудов и коридор между ними
• Счётчик объектов в сосудах.
Приложение может использоваться в качестве демонстрационного посо-

бия по физике в школах, средних специальных учебных заведениях.
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Для оценки коэффициентов модели авторегрессии AR(p) (не уменьшая
общности, можно считать, что выборочное среднее равно 0, если это не так,
надо просто вычесть его из каждого наблюдения)

Xt = a1Xt−1 + ...+ apXt−p + εt

можно применить обычный метод наименьших квадратов (МНК). Если εt -
белый гауссовый шум, то значения Xt распределены нормально, а оценки
коэффициентов, произведённые МНК, состоятельны и асимптотически нор-
мальны.

n∑
t=1

ε2t → min

n∑
t=1

(Xt − a1Xt−1 − ...− apXt−p)
2 → min



154

Для устранения неопределённости положим, что наблюдения с неполо-
жительными индексами равны 0. Воспользовавшись необходимым условием
экстремума (приравняв частные производные по ai к нулю), получим систему
линейных уравнений:

∑n
t=1(Xt − a1Xt−1 − ...− apXt−p) ∗Xt−1 = 0∑n
t=1(Xt − a1Xt−1 − ...− apXt−p) ∗Xt−2 = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .∑n
t=1(Xt − a1Xt−1 − ...− apXt−p) ∗Xt−p = 0

(0.1)

Решив данную систему, получим значения параметров ai.
Попробуем применить МНК для оценки коэффициентов модели сколь-

зящего среднего MA(q)

Xt = b1εt−1 + ...+ bqεt−q + εt

Снова для устранения неопределённости полагаем, что члены с неполо-
жительными индексами равны 0. Тогда

ε1 = X1

ε2 = X2 − b1 ∗ ε1 = X2 − b1 ∗X1

ε3 = X3 − b1 ∗ ε2 − b2 ∗ ε1 = X3 − b1 ∗ (X2 − b1 ∗X1)− b2 ∗X1

ε4 = X4 − b1 ∗ ε3 − b2 ∗ ε2 − b3 ∗ ε1 =

= X4 − b1 ∗ (X3 − b1 ∗ (X2 − b1 ∗X1)− b2 ∗X1)− b2 ∗ (X2 − b1 ∗X1)− b3 ∗X1

Нетрудно заметить, что с каждым шагом степень полинома увеличива-
ется на единицу, а количество слагаемых растёт экспоненциально от выбран-
ного q, что делает данный метод оценки параметров модели неприменимым
на практике в силу высокой сложности вычислений.

Для уменьшения вычислительных затрат Бокс и Дженкинс предложи-
ли использовать процедуру поиска на сетке. Идея заключается в следующем:
если известны значения коэффициентов bi, то посчитать сумму квадратов
отклонений проблемы не составляет. Значит можно перебрать значения ко-
эффициентов и выбрать лучшие в плане минимизации суммы квадратов от-
клонений.

Для оценки параметров ARMA(p, q) может применяться комбинация
метода наименьших квадратов с поиском на сетке.

Введём оператор сдвига L:

LXt = Xt−1
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Тогда модель ARMA(p, q) можно записать в следующем виде:

(1− a1L− ...− apLp)Xt = (1 + b1L+ ...+ bqL
q)εt

или
Xt =

(1 + b1L+ ...+ bqL
q)εt

1− a1L− ...− apLp
Введём вспомогательный случайный процесс:

Zt =
εt

1− a1L− ...− apLp

Тогда
Xt = (1 + b1L+ ...+ bqL

q)Zt

Выразим отсюда Zt, полагая члены с неположительными индексами рав-
ными нулю.

Z1 = X1

Z2 = X2 − b1Z1

Z3 = X3 − b1Z2 − b2Z1

.....................

Найдём значения параметров bi с помощью процедуры поиска на сетке.

Zt = a1Zt−1 + a2Zt−2 + ...apZt−p + εt

Относительно процесса Zt модель стала авторегрессионной, и параметры ai
можно оценить с помощью МНК.
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1.1.Основные идеи многомерного шкалирования.
В случаях, когда исследуемое явление не поддается непосредственному опи-
санию и моделированию, используют методы многомерного шкалирования
(Multidimensional Scaling). Суть этих методов состоит в воссоздании некото-
рого теоретического пространства и отображении в нем реальных объектов.
За основу берутся не значения признаков объектов, а данные об их сходстве
или различии. Источником данных могут быть сведения о самих объектах, но
чаще – субъективные мнения экспертов. Цель анализа данных в многомерном
шкалировании – определение местонахождения объектов в пространстве вос-
приятия, построенном по субъективным оценкам. Латентные факторы, опре-
деляющие это пространство, позволяют указать координаты объектов по шка-
лам (осям) и измерить расстояния между ними. Примерами пространств вос-
приятия могут служить: пространство двух шкал «капиталоемкость» – «тру-
доемкость» с расположенными в нем предприятиями разных отраслей, кото-
рое позволяет судить об их состоянии; пространство шкал «экономичность»
– «качество» в маркетинговых исследованиях; пространство шкал «профес-
сионализм» – «контактность» в психологическом исследовании восприятия
личности и другие.

Широкий круг приложений многомерное шкалирование находит в пси-
хологии и педагогике, в социологии, политологии и других сферах деятельно-
сти, где возникают задачи исследования мнений, настроений, взаимодействий,
конфликтов и других ситуаций с невыраженными количественными оценка-
ми. Размерность пространства восприятия обычно не превышает трех, чтобы
сделать возможной визуализацию. Шкалы пространств определяются как оси
значений латентных переменных, и в этом используются методы факторно-
го анализа, с учетом важного отличия. В факторном анализе мера сходства
выражается корреляционной матрицей, а в многомерном шкалировании ис-
пользуется произвольный тип матрицы сходства объектов. Очень важной осо-
бенностью многомерного шкалирования является то, что независимо от типа
решаемой задачи, его можно использовать как инструмент наглядного пред-
ставления исходных данных. В рамках теории многомерного шкалирования
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развиваются два основных направления: метрическое, основанное на исполь-
зовании количественных латентных факторов, и неметрическое, предназна-
ченное для обработки ранговых данных. Пример: При решении задач про-
кладки маршрута используется матрица расстояний для каждой пары пунк-
тов. Если изначально не дана географическая карта размещения пунктов,
то на основе матрицы расстояний может быть воссоздана схема размещения
пунктов. Таким образом, будет воссоздано двумерное пространство восприя-
тия.В результате применения алгоритма многомерного шкалирования воссо-
здано пространство восприятия (рис.1.)

Рис. 1. Расположение объектов в воспроизведенном пространстве.

1.2.Многомерное шкалирование и другие методы анализа
Рассмотрим задачи и методы многомерного шкалирования в сравнении

с кластерным анализом. Сходство этих методов состоит в применении их для
исследования структуры объектов, поскольку они опираются на данные о бли-
зости и используют дистанционные модели. В результате применения обоих
методов можно получить группировки объектов. Различие состоит, прежде
всего, в выражении связи между данными о близости и расстояниями. В кла-
стерном анализе на основе данных «объект-признак» формируется матрица
расстояний, как правило, обладающих свойствами метрики. В многомерном



158

шкалировании исходные данные вида «объект-объект» с помощью линейных
или монотонных функций преобразуются в расстояния. Результаты кластер-
ных решений, полученных методами объединения, представляются в виде
иерархического дерева, которое может быть преобразовано в координатное
пространство, но с большим числом дихотомических осей. В дивизимных кла-
стерных методах группы объектов отображаются списками членов кластеров,
и потому в обоих случаях наглядное представление кластерной структуры
возможно только для небольших размерностей (небольшого числа призна-
ков). Кроме того, кластерные решения не дают координатного представления
объектов. В методах многомерного шкалирования решение уже ориентирова-
но на небольшое число координатных осей пространства восприятия и пред-
ставляет собой удобный способ сжатия данных. На практике кластер-анализ
и многомерное шкалирование рассматриваются как дополняющие друг друга
методы. Многомерное шкалирование ближе к факторному анализу, несмотря
на различное исходное представление данных. Большинство методов фактор-
ного анализа использует меры близости пар объектов, выраженные корре-
ляционной матрицей. Как и многомерное шкалирование, факторный анализ
позволяет получить количественное координатное представление структуры
взаимосвязей между объектами. Но при этом факторное решение дает еще
и оценки значений факторов. Поэтому эти методы часто применяются для
анализа одних и тех же проблем, но выводы могут различаться, так как мно-
гомерное шкалирование может использовать не только оценки близости, но
и меры различия профилей или условные вероятности, в отличие от только
корреляционных матриц факторного анализа.
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Введение

Статья посвящена разработке приложения на базе OS Android для кон-
троля знаний учащихся. Для создания данного приложения необходимо ре-
шить следующие задачи:

– построение алгоритмической модели приложения;
– разработка удобного пользовательского интерфейса;
– отладка и тестирование программы — тестирование работы программы

и исправление обнаруженных при этом ошибок;
В качестве базы данных, как чаще всего и происходит в Android устрой-

ствах, используется база данных типа SQLite с таблицами и запросами. База
данных может реализовываться как локально (непосредственно на устрой-
стве), так и удаленно (на сервере) и взаимодействие происходит по принципу
клиент – сервер [1-3].

Данные локальной базы данных (файлы данных) находятся на одном
(локальном) устройстве. Для обеспечения разделения данных (доступа к дан-
ным) между несколькими пользователями, в качестве которых выступают
программы, работающие на одном или нескольких устройствах, в локальных
базах данных применяется метод, получивший название блокировка файлов.

Программа работы с удаленной базой данных состоит из двух ча-
стей: клиентской и серверной. Клиентская часть программы, работающая на
устройстве пользователя, обеспечивает взаимодействие с серверной програм-
мой: посредством запросов, передаваемых на удаленный компьютер, предо-
ставляет доступ к данным.

Серверная часть программы, работающая на удаленном компьютере,
принимает запросы, выполняет их и пересылает данные клиентской програм-
ме. Запросы представляют собой команды, представленные на языке SQL.

В задаче контроля знаний важна структура хранения данных в SQL
Server [2].

SQL Server организует следующую иерархию хранения: база данных,
файл, страница, блоки.
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В SQL существуют уже 7 типов страниц: страница данных (Data page),
индексные страницы (Index page), страницы журнала транзакций (Log page),
текстовые страницы (Text/image page), карты распределения блоков (Global
allocation map page), карты свободного пространства (Page free space page),
индексные карты размещения (Index allocation map page).

Рис. 1. Activity авторизации

В приложении использована серверная база данных с различными пра-
вами доступа: преподаватель и студент (см. Рис. 1).

При запросе с устройства клиента на сервере обрабатываются права до-
ступа и предоставляются данные соответственно запросов.

Рис. 2. Activity добавления вопросов
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Преподаватель имеет полный доступ к добавлению, удалению, редакти-
рованию тем и вопросов, а также, просмотру и редактированию результатов
тестирования.

Добавление вопросов проходит с устройства преподавателя. Преподава-
тель выбирает или создает тему. После выбора темы открывается активити,
где вводятся все компоненты вопроса: № вопроса, вопрос, варианты ответа,
правильный вариант (Рис. 2). Когда все данные заполнены и преподаватель
нажимает кнопку «Добавить», вопрос отправляется в удаленную базу данных
SQL, которая храниться на бесплатном хостинге. Студент в свою очередь, за-
ходит со своего устройства и имеет ограниченные права доступа. Он имеет
возможность просмотра базы данных с вопросами/заданиями и добавлением
в базу данных результатов своего результата, непосредственно после каждо-
го нажатия кнопки «Ответить», на случай, если соединение с сервером было
разорвано, студент мог продолжить тестирование с того вопроса, на котором
остановился (Рис. 3). После окончания тестирования доступ к текущей табли-
це результатов закрывается, без возможности просмотра или редактирования.
Результаты полученные в ходе выполнения тестирований, так же как и вопро-

Рис. 3. Activity задания с 1 правильным ответом

сы, хранятся в отдельной базе данных на удаленном хостинге, в формате .txt,
к которым студенты не имеют доступа. Это исключает возможность узнать
заранее ответы, или изменить готовые результаты.
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Результаты тестов первого и второго уровней предоставляются препо-
давателю уже проверенными на правильность/неправильность и с предвари-
тельной оценкой компетентности, заранее заданной преподавателем в ходе до-
бавления вопросов в базу данных, а результат полученный в ходе выполнения
третьего уровня тестирования предоставляются преподавателю для проверки.

После прохождения авторизации как «Преподаватель», приложение ав-
томатически проверяет версию удаленной базы данных на появление новых
результатов, и если таковые имеются, автоматически загружает их на устрой-
ство преподавателя, оповещая его об этом.

Со своего устройства, после просмотра результатов, у преподавателя
есть права на их удаление. Однако, удаление происходит только из локаль-
ной базы данных, на сервере же, результаты хранятся еще длительное время,
откуда, при необходимости, можно заново загрузить нужные нам результаты.
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В работе рассматриваются рекомендательные системы и использующиеся
при их построении подходы.

Рекомендательные системы - это программы и технологии, которые фор-
мируют рекомендации независимо для каждого конкретного пользователя на
основе его прошлых покупок и поисков, а также на основе поведения других
пользователей.

Рекомендательные системы заработали популярность в Интернете, по-
могая пользователям справляться с огромным количеством информации, и
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стали одним из самых распространенных инструментов в электронной ком-
мерции. Сегодня большинство крупных коммерческих веб-сайтов рекомендует
своим пользователям различные предложения, например, товары или людей,
которые могут представлять интерес. Рекомендательные механизмы сортиру-
ют огромные объемы данных для выявления потенциальных предпочтений
пользователей [1].

Известные компании, веб-сайты и сервисы, использующие рекоменда-
тельные системы [2, 3]:

• Amazon, eBay, Ozon — крупные коммерческие интернет-сервисы. Они
рекомендуют книги, фильмы, товары, основываясь на том, что поку-
пал, просматривал, оценивал и какие оставлял отзывы пользователь;

• Last.fm, Pandora, Spotify, Яндекс.Музыка — рекомендации музыкаль-
ных композиций. Last.fm использует данные о музыке — автор, стиль,
дата, тэги и т. п. Pandora основывается на «содержании» музыкаль-
ной композиции, используя проект «Music Genome Project», в котором
профессиональные музыканты анализируют композицию по несколь-
ким сотням атрибутов;

• Google, Yahoo!, Яндекс — рекомендуют пользователям веб-сайты. По-
исковики пытаются предсказать, насколько документ отвечает данно-
му запросу;

• SurfingBird - российская рекомендательная поисковая система;
• Социальные сети (Facebook, ВКонтакте, Одноклассники) — рекомен-

дации друзей.
Также простейшими примерами рекомендательных «систем», использу-

емых повсеместно, являются статьи экспертов, рейтинги популярных продук-
тов, хит-парады и т. д. Но в дальнейшем будем рассматривать только подходы,
вырабатывающие индивидуальные рекомендации для пользователя.

В большинстве рекомендательных систем применяется один из двух ба-
зовых подходов: коллаборативная фильтрация (collaborative filtering) и кон-
тентная фильтрация (content-based filtering). Гибридные подходы совмещают
обе эти концепции [3].

Контентная фильтрация составляет рекомендации на основе поведения
пользователя в прошлом. Например, этот подход может использовать инфор-
мацию о просмотрах (какие блоги читает пользователь и характеристики этих
блогов). Если пользователь обычно читает статьи на определенную тему или
оставляет комментарии и отзывы, то контентная фильтрация может исполь-
зовать эту ретроспективную информацию для выявления подобного контента
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и предлагать похожий контент в качестве рекомендованного для этого поль-
зователя. Этот контент может быть определен в ручном режиме или извлечен
автоматически.

Коллаборативная фильтрация считается самой популярной и ши-
роко используемой концепцией, применяемой в рекомендательных системах.
Коллаборативная фильтрация — это процесс отфильтровывания информа-
ции, в котором принимают участие несколько агентов, пользователей, участ-
ников. В узком смысле в рекомендательных системах так называют подход,
при котором система предлагает пользователю продукты, которые понрави-
лись другим пользователям с похожими вкусами. Сходство вкусов двух поль-
зователей вычисляется из сходства поставленных ими рейтингов или оценок
в прошлом.

Пусть задано множество пользователей и множество продуктов, и неко-
торые пользователи как-то оценили некоторые продукты. Данные состоят из
троек вида (u, i, ru,i), где i обозначает продукт, u — пользователя, а ru,i —
рейтинг, который пользователь u поставил продукту i.

Представим эти данные как матрицу, каждый столбец которой соответ-
ствует пользователю, а строка — продукту. Необходимо предсказать неизвест-
ные элементы матрицы, а именно — какие из неизвестных элементов будут
максимальными в своём столбце, то есть какие продукты больше всего понра-
вятся тому или иному пользователю [2].

фильм/пользователь Анна Сергей Елена Николай
Любовь до конца 5 5 0 0
Романтическое путешествие 5 ? ? 0
Милые щенки ? 5 0 ?
Автомобильные погони 0 0 3 5
Боевые искусства 0 0 3 ?

Пример таблицы рейтингов фильмов
Формальная постановка задачи коллаборативной фильтрации.

Будем использовать следующие обозначения [4]:
• U — множество пользователей (субъектов);
• I — множество продуктов (объектов);
• Y — пространство описаний транзакций;
• D = (ut, it, yt)

m
t=1 ∈ U × I × Y — транзакционные данные;

• ‖rui‖ — матрица кросс-табуляции размера |U | × |I|, где
rui = aggr{(ut, it, yt) ∈ D |ut = u, it = i};
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Пусть задано множество пользователей U , множество продуктов I. За-
дачи: спрогнозировать значения незаполненных ячеек rui ; оценить сходство
p(u, u′), p(i, i′), p(u, i) ; построить список рекомендаций для u и для i.

Среди проблем коллаборативной фильтрации можно выделить разре-
женность данных и проблему холодного старта. Реальные коммерческие ре-
комендательные системы должны работать с огромным массивом данных, а
пользователи могут поставить оценки лишь небольшому количеству продук-
тов. Тогда матрица пользователей-продуктов будет сильно разрежена, а ка-
чество рекомендаций снизится. В связи с этим возникает также проблема хо-
лодного старта: неясно, что рекомендовать новому пользователю в системе и
кому рекомендовать новый товар. Для решения этих проблем были предложе-
ны разные подходы, в частности, снижение размерности матрицы субъектов-
объектов (SVD, PCA), гибридные алгоритмы (content-boosted CF) и другие
[3].

Таким образом, рекомендательные системы используются в большинстве
коммерческих веб-сайтов, приложений и сервисов. Рассмотренные подходы
являются самыми распространенными и успешными, они достаточно просты
для понимания. На основе коллаборативной фильтрации и алгоритма фак-
торизации низкоранговой матрицы планируется создать рекомендательную
систему, прогнозирующую оценки фильмов и формирующую список предло-
жений для конкретного пользователя.
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Задача о максимальном разрезе (MAX-CUT) формулируется следующим
образом. Для неориентированного графа G = 〈V,E〉 необходимо найти такие
подмножества R ⊂ V и B = V/R, чтобы число ребер между R и B было макси-
мально [1]. В работе исследуются алгоритмы приближенного решения задачи
о максимальном разрезе (MAX-CUT) для ориентированных и не ориентиро-
ванных графов. Так как задача максимального разреза является NP -полной,
то для больших размерностей используются только приближенные методы
решения [2]. В работе приводится сравнительный анализ эвристических алго-
ритмов и их комбинаций с переборными. Эвристика – это любая процедура,
которая находит допустимое решение x̃ ∈ {0, 1}.

Постановка задачи звучит следующим образом. Дан неориентированный
взвешенный графG с n вершинами иm ребрами. Разрезом C называется неко-
торое подмножество вершин. Весом разреза называется сумма весов ребер,
проходящих через разрез

ω (C) =
∑

(i,j)∈E, j∈C, i/∈C

c (i, j) ,

где через E обозначено множество всех ребер графа G, а через c(i, j) — вес
ребра (i, j). Требуется найти разрез максимального веса.

Для большинства эвристик можно только надеяться, что полученное ре-
шение будет близким к оптимальному [3]. Алгоритмы рассматриваются на
графах размерностью от 10 до 200 с шагом 10, по 20 графов каждой раз-
мерности. Взвешенная матрица расстояний для них генерируется случайным
образом.

В вычислениях используется эвристический метод поиска в глубину
Kaporis Kirpusis Stavropoulos или (KSS), а из методов локального поиска ис-
пользуются табу-поиск, жадный алгоритм, узловой жадный алгоритм и уз-
ловой жадный алгоритм с учетом предыдущего шага. Используются эвристи-
ческие алгоритмы, основанные на методе глобального равновесного поиска
(GES) и GES+Tabu [2]. Такие алгоритмы, исходя из некоторого начального
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решения, на каждом шаге поиска заменяют решение на другое, лучшее, най-
денное в окрестности текущего. Отличительной особенностью табу-поиска яв-
ляется то, что в памяти хранятся найденные решения и список табу, который
используется для предупреждения зацикливания в локальном минимуме. Ал-
горитм завершает работу после фиксированного числа итераций либо, если в
течение нескольких шагов наилучшее решение осталось неизменным [3].

Сравнивается работа эволюционных алгоритмов. Генетический алго-
ритм (ГА), алгоритм связывающих путей (PR) и некоторые эвристики ГА:
ГА+Табу-поиск, ГА+Жадный, ГА+Ядра. Эволюционные алгоритмы приме-
няются во многих приложениях. Они являются итеративными. В ГА попу-
ляции изначально генерируются случайно, каждая особь популяции считает-
ся предполагаемым решением. Используя функцию оценки, устанавливается
пригодность особи в качестве решения [3].

Рис. 1. График среднего времени работы алгоритмов (без GES+Tabu)

На рисунках 1 и 2 построены графики среднего времени работы алгорит-
мов. Для их построения по оси OX берутся размерности графов, а по оси OY
устанавливается время в наносекундах. На рис. 1 для большей наглядности
уже исключен алгоритм GES+Tabu, дающий наибольший временной рост.

В таблице 1 представлены полученные результаты работы алгоритмов
на случайных графах. Данные в таблице упорядочены в порядке убывания
времени работы.
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Рис. 2. График среднего времени работы алгоритмов (без
GES и PR):

Таблица 1. Время работы и отклонение.

Время (с.) Отклонение
GES + Tabu 2465,4104702 6090
Path Relinking 35,7197465 6937
GES 19,3973433 15685
GA + Tabu 1,3527289 5390
GA 0,6371963 0
Greedy 0,6335497 7570
GA + Greedy 0,6233704 2506
GA + Cores 0,6135553 513419
Lorena 0,2267480 22033
KKS 0,0132480 19850
Node Greedy Mod 0,0021864 23612
Node Greedy 0,0021549 20155
Random 0,0000068 28364

Проведен сравнительный анализ по времени работы и отклонению эври-
стических алгоритмов для решения задачи MAX-CUT на случайных графах.
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Полученные результаты являются предварительными для выбора алгоритмов
с последующим их использованием в решении задачи MAX-CUT для графов
больших размерностей и определения устойчивости (задача реоптимизации).
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Введение
Одной из основных причин дорожно-транспортных происшествий с тя-

желыми последствиями является превышение скорости. Система распознава-
ния дорожных знаков призвана предупреждать водителей о необходимости
соблюдения скоростного режима. Данная система определяет дорожные зна-
ки и напоминает водителю о необходимости соблюдения тех или иных правил
дорожного движения.

Задача распознавания дорожных знаков упрощается тем, что они имеют
несколько отличительных признаков, которые могут быть использованы для
их обнаружения и идентификации, например все они разработаны в опреде-
ленных цветах и формах, с текстом или символом, которые контрастируют с
фоном. В связи с тем, что дорожные знаки обычно повернуты лицевой сто-
роной, сумма вращательных и геометрических искажений при распознавании
будет ограничена.
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Такая информация о дорожных знаках как форма и цвет также может
использоваться, чтобы классифицировать их. Однако, есть несколько факто-
ров, которые могут препятствовать эффективному обнаружению и распозна-
ванию. Этими факторами могут быть изменения в освещенности (включая
такие изменения как: сумерки, туман, затенение), преграды перед знаком,
размытое изображение и плохие погодные условия. Следует отметить, что в
некоторых местах дорожные участки содержат много сложных геометриче-
ских форм (включая здания, вывески, билборды и т.д.), которые могут быть
неправильно классифицированы как дорожные знаки.

Рассматриваемый Джеком Гринхальдом метод «Real-Time Detection and
Recognition of Road Traffic Signs» [1] состоит из следующих двух этапов:

1) обнаружение дорожных знаков выполняется с помощью алгоритма
MSERs (Maximally Stable Extremal Regions) [2];

2) распознавание выполняется с помощью HOG (Histogram of oriented
gradients), а классификация методом SVM (Support vector machine).

Другой немаловажный аспект — использование своей базы дорожных
знаков. Следует отметить, что для классификатора важно быть обученным
на всех возможных выборках знаков, избегая неправильной классификации со
схожими объектами на изображении. Для наиболее точного распознавания ис-
пользуются большие учебные выборки, которые генерируются с применением
случайных искажений к исходным изображениям: геометрические искажения,
размывание, изменения освещения. Это необходимо для того чтобы захватить
наибольшее количество всевозможных случаев искажений реального изобра-
жения.

Обнаружение дорожных знаков
Для обнаружения дорожных знаков с белым фоном, MSERs может ис-

пользовать шкалу яркости. Каждое изображение бинаризируется на многих
различных пороговых уровнях, и на каждом из них выделяются связанные
компоненты. Те связанные компоненты, которые не изменяют свою форму на
протяжении нескольких пороговых уровней, отбираются MSERs в качестве
кандидатов. Несколько особенностей обнаруженных связанных компонентов
используются, чтобы в дальнейшем сократить количество кандидатов. Этими
особенностями могут являться ширина, высота, формат изображения, пери-
метр области и площадь, периметр ограничивающего прямоугольника и его
площадь. Удаление связанных компонентов, которые не соответствуют требо-
ваниям, помогает ускорить процесс и улучшить точность. Далее для обнару-
жения дорожных знаков с красным или синим фоном, воспользуемся другим
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методом. Вместо использования шкалы яркости в MSERs сначала преобра-
зовываем «red–green–blue» в «нормализованное red/blue» изображение таким
образом, что для каждого пикселя оригинала новое значение будет найдено
как отношение синего цвета к сумме всех других, и новое отношение красного
цвета к сумме всех других. Большее из этих двух значений используется в
качестве пиксельного значения нормализованного red/blue изображения. Да-
лее находим кандидатов MSERs для этого нового изображения. Хотя MSER
предлагает надежную форму обнаружения для знаков в сложных сценах, это
может быть в вычислительном отношении затратно. Поэтому, чтобы увели-
чить скорость, возможно использовать пороговые значения только в некото-
рых диапазонах, а не во всех возможных промежутках.

Классификация дорожных знаков
Стадия распознавания используется, для подтверждения того, что вы-

деленная область является дорожным знаком и классификации точного ти-
па знака. Для классификации областей кандидата воспользуемся алгоритмом
Histogram of oriented gradients (HOG) [3]. Основной идеей алгоритма является
допущение, что внешний вид и форма объекта на участке изображения могут
быть описаны распределением градиентов интенсивности или направлением
краев. Реализация этих дескрипторов может быть произведена путем раз-
деления изображения на маленькие связные области, именуемые ячейками,
и расчета для каждой ячейки гистограммы направлений градиентов или на-
правлений краев для пикселов, находящихся внутри ячейки. Комбинация этих
гистограмм и является дескриптором (служебная структура в памяти, кото-
рая определяет сегмент, длина дескриптора равна 8 байт). Для увеличения
точности локальные гистограммы подвергаются нормализации по контрасту.
С этой целью вычисляется мера интенсивности на большем фрагменте изоб-
ражения, который называется блоком, и полученное значение используется
для нормализации. Нормализованные дескрипторы обладают лучшей инва-
риантностью по отношению к освещению.

Дескриптор HOG имеет несколько преимуществ над другими дескрип-
торами. Поскольку HOG работает локально, метод поддерживает инвариант-
ность геометрических и фотометрических преобразований, за исключением
ориентации объекта. Подобные изменения появятся только в больших фраг-
ментах изображения.

Конечным шагом в распознавании объектов с использованием HOG яв-
ляется классификация дескрипторов при помощи системы обучения с учите-
лем [4]. Прежде чем классификатор начнёт работать его необходимо обучить
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на множестве специально подобранных учебных примеров, которое было сге-
нерировано нами и состоящее из двух частей: положительные (условно) при-
меры и отрицательные примеры. В данном случае применим подход «обучение
с учителем» то есть каждый учебный пример представляет собой пару «учеб-
ный вход, правильный ответ». Применяется алгоритм обучения SVM [4], под-
страиваясь под обучающий набор. После обучения классификатор способен
классифицировать объекты (дорожные знаки) на различных изображениях.

Заключение
Была рассмотрена система обнаружения и распознания дорожных знаков.
Для обнаружения областей на изображениях был использован метод MSERs,
который нечувствителен к изменениям в освещении и к условиям освещения.
Транспортные символы распознавались с помощью функции HOG и алгорит-
ма классификации SVM. Данная система может определять знаки из целого
диапазона идеографических транспортных символов, использующихся в на-
стоящее время, которые формируются на основании сгенерированной выборки
обучения. Система сохраняет высокую точность даже в случаях с неблагопри-
ятными внешним факторами, мешающими распознанию, например, туман,
дождь, частичное скрытие дорожного знака.
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Статья даёт краткое представление о современных подходах к имитации
освещения в трёхмерном пространстве. Также представлены примеры использо-
вания в различных сферах компьютерной графики.

Введение

Освещение в компьютерной графике определяется как симуляция физи-
ки света. Эта симуляция может быть как невероятно точной с отслеживанием
потоков световой энергии, взаимодейтсвующей с материалами, просчитывая
отражения всех лучей света, так и быть просто базированой на определённых
физических законах распространения света как в случае с нефотореалистич-
ным рендерингом, который вдохновлён различными художественными стиля-
ми и позволяет производить визуализацию объектов для технических иллю-
страций, анимационных фильмов, игр (cel-shading). В обоих случаях для опи-
сания реакции поверхности на свет используется определённая модель осве-
щения, которая позволяет добиться нужного визуального результата.

1. Базовые понятия описания света

Взаимодействие света и поверхности — это сложный физический про-
цесс. Когда луч света, обладающий определённой частотой, сталкивается с
объектом может случиться несолько событий. Были разработаны математи-
ческие модели, описывающие и аппроксимирующие это взаимодействие, и рас-
считывающие что случается при попадании света на поверхность и при отра-
жении от нее. Перечислим возможные события[1]:

1. Поглощение. Световая волна может быть поглощена объектом, кон-
вертируя поступающую энергию в тепло.

2. Отражение. Световая волна может отразиться от поверхности в неко-
тором направлении.

3. Преломление. Часть волны и энергии может быть пропущена через
поверхность, которая при этом немного изменяет её направление (жидкости).
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4. Подповерхностное рассеивание. Свет проникает под поверхность по-
лупрозрачного объекта и рассеивается, взаимодействуя с материалом, а затем
выходит, создавая эффект внутреннего свечения объекта.

5. Полное внутреннее отражение. Свет попадает на границу, отделяю-
щую среды с различными индексами преломления под определённым углом,
полностью отражаясь назад в среду (свет в оптическом кабеле).

Различные поверхности и материалы можно разделить на несколько
классов в зависимости от их взаимодействия с входящим световым лучом:

1. Диффузные материалы — материалы, отражающие луч равномер-
но во множество направлений из-за неровностей поверхности (например, ка-
мень). Диффузное отражение можно рассмотреть как особый случай подпо-
верхностного рассеивания в материале; тот, где свет входит и выходит в той
же точке из-за очень маленького внутреннего рассеивания.

2. Бликовые материалы, которые преимущественно производят блико-
вое отражение, что обозначает свет, отражаемый поверхностью преимуще-
ственно в направлении вектора отражения по отношению к нормали поверх-
ности (множество глянцевых поверхностей).

3. Материалы, обладающие двумя типами отражения, т.е. материалы,
приблизительно в равной степени отражающие свет и диффузно, и зеркально
(фольга, пластик).

В основе каждой модели лежит математическая функция, называемая
BRDF, описывающая принципы взаимодействия света при контакте с поверх-
ностью. Bidirectional reflectance distribution function (BRDF) — двулучевая
функция отражательной способности (поверхностных отражений) описывает
как свет отражается или поглощается поверхностью в зависимости от разных
углов падения и свойств материала.

Модель освещения — определённая функция, используемая для опре-
делния цвета и яркости, которой должен обладать пиксель в зависимости от
условий освещения и свойств поверхности объекта. Она описывает процесс пе-
редачи энергии и зависимость количества покидающей поверхность энергии
от количества входящей. Модели освещения можно разделить на физически
обоснованные и эмпирические.

2. Эмпирические модели освещения

Такие модели имеют комплект параметров, которые не основаны на фи-
зических законах, но позволяющие с помощью подстройки получить правдо-
подобный нужный вид конечной модели. Бывает такие модели дают более ка-
чественный результат за счет большего контроля за субъективным внешним
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видом, чем за точностью. Включает модель Ламберта (только диффузный
цвет), Фонга (модель представляет собой комбинацию диффузной составляю-
щей (модели Ламберта) и зеркальной составляющей), Блинна-Фонга и другие.

3. Физические модели освещения

Физически обоснованные модели базируются на настоящих законах фи-
зики света и пытаются взять в расчёт физические свойства некоторого реаль-
ного материала. Такие модели обязательно включают близкую к физически-
корректной BRDF. Часто они принимают во внимание особенности поверх-
ности материала, например альбедо, что с лёгкостью позволяет реализовать
такие сложные взаимодействия как слои (воспроизведение слоя лака на дре-
весине) или же поведение частиц материала (моделирование песка и жид-
костей). Одним из подвидов моделей являются микрограневые модели осве-
щения, которые предполагают, что сложные поверхности могут быть пред-
ставлены некоторым распределением небольших частиц (граней). Эти грани
являются очень маленькими совершенными отражателями, и для задания та-
кого поведения поведения понадобится некоторое статистическое распределе-
ние микрограней, которое будет являться распределением нормалей на рас-
сматриваемой поверхности. Примером такой модели является модель Кука-
Торренса[1], которая с высокой точностью позволяет имитировать поверх-
ность металлов и пластмасс, но широко используется в современных ренде-
рерах компьютерных игр и других визуализациях реального времени. BRDF
для модели Кука-Торренса выглядит следующим образом:

fr(p, ωo, ωi) =
D(ωh)G(ωo, ωi)Fr(ωo)

4(ωon)(ωin)

где D(ωh) — функция вероятностного распределение микрограней поверх-
ности, Fr(ωo) — коэффициент отражения Френеля, а G(ωo, ωi) — функция
геометрической составляющей, учитывающей самозатенение и маскирования
микрогеометрией объекта, n — нормаль к точке поверхности.

4. Физические модели в компьютерных играх

В своей работе я предлагаю использовать физическую модель освещения
для реализации визуализации компьютерных игр. Физическая модель выбра-
на за счёт более лёгкой достижимости фотореализма, предсказуемости ре-
зультатов при изменении освещения и взгляда, лёгкой расширяемости и более
интуитивной работе с материалами для художников, выполняющих наполне-
ние мира. Модель представляет собой комбинацию модели Кука-Торренса с
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элементами другой микрограневой модели — GGX[1], что позволяет улучшить
такие элементы картинки как плавные размытые отражения хромированных
деталей. За счёт использования нескольких аппроксимаций и оптимизаций,
таких как приоритетная выборка, использование сферической гауссовой ап-
проксимации для компонента Френеля и связывание зависимостью функцию
самозатенения от функции распределения микрограней Trowbridge-Reitz, уда-
лось получить правдоподобный результат, который одинаково хорошо подхо-
дит как для грубых материалов вроде одежды, так и блестящей керамики,
при этом используя минимум вычислительных ресурсов, позволяя проводить
рендеринг сцен в реальном времени.

Вывод

Представленное решение является лишь одним из многих возможных
подходов, которое обобщает последние исследования в этой области. Приме-
нение физически-корректных моделей в реальном времени — это относительно
новая практика в реализации которой участвуют крупнейшие мировые ком-
пании, позволяя продвинуться ближе к цели создания неотличимой от реаль-
ности трёхмерной картинки.
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Пусть известно значение некой функции в первых n точках. Зная эту
информацию необходимо спрогнозировать значние в n+1 точке. Разработаем
программу для решения данной задачи методом группового учета аргументов.
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Метод группового учета аргументов, МГУА (Group Method of Data
Handling, GMDH) — метод порождения и выбора регрессионных моделей оп-
тимальной сложности. Под сложностью модели в МГУА понимается число па-
раметров. Для порождения используется базовая модель, подмножество эле-
ментов которой должно входить в искомую модель. Для выбора моделей ис-
пользуются внешние критерии, специальные функционалы качества моделей,
вычисленные на тестовой выборке.[1]

Дана обучающая выборка:

X = {xij |i = 1, N, j = 1,M, yj},

где N - количество рассматриваемых факторов, M - количество элементов
временного ряда. В ходе работы, обучающая выборка делится на три части:
L - обучающая выборка, по которой будут настраиваться параметры моде-
ли, T - тестовая выборка, на которой проверяется качество модели(внешний
критерий), C - контрольная выборка, проверка модели на данных не учув-
ствовавших в обучении.

За основу взят комбинаторный алгоритм, его задача перебрать все
модели-претенденты. Линейные функции многих переменных взяты в каче-
стве базовой модели МГУА:

f(x) = a0 + a1x1 + a2x2 + ...+ anxn.

В этой модели x = {xi|i = 1, N} - множество свободных переменных и a -
вектор параметров - весовых коэффициентов.

Индуктивно порождаются модели-претенденты. Каждая порождаемая
модель задается линейной комбинацией элементов {ai, xi}. Вектор параметров
~a вычисляется методом наименьших квадратов:

~aL = (XT
LXL)−1XT

LYL.

Внутренний критерий выглядит следующим образом [1] :

ε2L = |YL −XL ~aL|.

В соответствии с критерием ε2L −→ min происходит настройка параметров ~a
и вычисление ошибки на обучающей подвыборке.

Для выбора найлучшей модели используется тестовая выборка и внеш-
ний критерий вида [1] :

42
T = |YT −XT ~aL|.

Далее полученную модель можно проверить на контрольной выборке
для оценки качества прогнозирования.
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Пример работы программы. На рисунке "Рис. 1"показано, что с увели-
чением сложности модели оценки по внутреннему критерию стремятся к 0, в
тоже время оценки по внешнему критерию, начиная с определённого уровня
сложности модели, возрастают. Пересечение кривых - количество параметров
в построенной модели.

Рис. 1. Внутренний и внешний критерий.

На рисунке "Рис. 2"показан результат работы программы. Серым цве-
том показана исходная выборка. Белым цветом показано, как программа на-
строила модель на обучающей и тестовой выборке. Черным цветом показан
результат прогноза на контрольной выборке.

Рис. 2. Результат обучения и прогноза.

В ходе разработки и откладки программы была обнаружена положи-
тельная особенность работы метода – отбор информативных признаков. Как
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правило модели, построенные МГУА, задействовали меньшее количество при-
знаков, чем имели исходные данные, тем самым исключались неинформатив-
ные признаки и повышалось качество классификации. Таким образом, МГУА
является мощным инструментом для анализа данных.
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Рассматривается тестовая задача поиска в пространстве состояний, ис-
пользуемая для численного исследования эвристической силы различных эвристи-
ческих оценок, используемых в алгоритме A*, реализованном на языке Пролог.

Эвристический поиск [1] является одним из методов поиска в простран-
стве состояний для решения интеллектуальных задач. Суть подобных задач
состоит в том, что нам следует найти кратчайший путь перехода из началь-
ного состояния в целевое. Эвристический поиск использует оценочную функ-
цию, с помощью которой можно сравнивать состояния в пространстве. Эта
функция оценивает близость к целевому состоянию. Алгоритм A* во взвешен-
ном графе находит маршрут наименьшей стоимости от начальной вершины
до выбранной конечной. Используемая при этом оценочная функция имеет
вид:

f(n) = g(n) + h(n)

Здесь g(n) соответствует расстоянию на графе от узла n до начального со-
стояния, a h(n) - оценка расстояния от n до узла, представляющего конеч-
ное (целевое) состояние. Чем меньше значение оценочной функции f(n), тем
«лучше», т.е. узел n лежит на более коротком пути от исходного состояния к
целевому. Если h(n) — нижняя оценка расстояния до целевого состояния, т.
е. если h(n) никогда не дает завышенной оценки расстояния, то алгоритм A*
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всегда отыщет оптимальный путь до цели при помощи оценочной функции
f(n). Алгоритм, обладающий таким свойством, называется разрешимым [1].

В качестве тестовой задачи рассматривается широко известная игра «8»,
облегчённый вариант более известной игры «15», отличающийся меньшими
размерами игрового поля (3х3 вместо 4х4). На языке Пролог предложение,
задающее вид целевого состояния, имеет следующий вид:
целевое([[1, 2, 3], [4, 5, 6], [7, 8, ’ ’]]).

Состояние задаётся списком, состоящим из трёх вложенных списков, каждый
из которых соответствует строке игрового поля.

Поскольку у данной задачи пространство состояний состоит из двух ча-
стей, между которыми не существует переходов, начальное состояние имеет
смысл задавать, отступив от целевого на заданное количество ходов [2].

Переходы в данной задаче соответствуют перемещениям свободной клет-
ки. Поменять местами можно содержимое двух любых соседних клеток, ес-
ли одна из них свободна. Например, переход, соответствующий обмену левой
верхней клетки и клетки, соседней с ней по горизонтали, записывается в виде
следующего предложения:
переход([[X11, X12, X13], L2, L3], [[X12, X11, X13], L2, L3], Name):-
X11=’ ’, Name = l; X12=’ ’, Name = r.

Здесь имя перехода в целях получения более компактного результата, сокра-
щено до одной буквы (l — влево, r — вправо). Аналогичным образом задаются
и другие варианты переходов.

Исходный код реализации алгоритма А* на Прологе задаётся следующим
образом:
’A*’(Sol) :- start(Start), ’A*’(Start,Sol,OpenNum-ClosedNum), nl,
Vnum is OpenNum+ClosedNum, печать_реш(Sol), length(Sol, N1),
N is N1-1, write(длина=N), write((’перебрано’ -Vnum,’
из них раскрыто’-ClosedNum,’не раскрыто’ -OpenNum)).
’A*’(Start,Sol,OpenNum-ClosedNum) :- h(Start,F),
a_star([v(Start,noparent,0,F)],[],Sol-(OpenNum-ClosedNum)).
a_star(Opens,Closes,Sol-(OpenNum-ClosedNum)) :-
Opens=[v(V,Prev,_,_)|_], goal(V), !,
build_path(Prev,Closes,[V],Sol), length(Opens,OpenNum),
length(Closes, ClosedNum).
a_star([v(V,Prev,G,F)|Opens],Closes,Sol) :- findall(v(V1,V,G1,F1),
(next(V,V1,C), not(member(v(V1,_,_,_), Opens)),
not(member(V1-_,Closes)), G1 is G+C, h(V1,H1), F1 is G1+H1), Childs),
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ord_insert_list(Childs,Opens,NewOpens),
a_star(NewOpens,[V-Prev|Closes],Sol).
a_star([],_,fail).

В качестве эвристических оценочных функций h(n) для данной задачи рас-
сматривается расстояние Хемминга (т.е. количество фишек, находящихся не
на своих местах), манхеттенское расстояние (сумма разностей горизонтальной
и вертикальной координат между текущим и целевым положениями фишки,
просуммированная по всем фишкам), а также, для сравнения со слепыми ме-
тодами поиска, функция, возвращающая тождественный нуль, превращаю-
щая алгоритм A* в обычный поиск в ширину.
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Описывается создание прототипа системы аналитических вычислений, ре-
ализованного при помощи языков программирования C++ (пользовательский ин-
терфейс) и Prolog (рабочая часть программы).

Современные системы аналитических вычислений (называемые также
системами компьютерной алгебры) содержат в себе множество инструментов
(от собственного языка программирования до инструментов, работающих со
звуком) [1]. Но базовая часть системы предназначена для символьных вы-
числений, когда все операции производятся в аналитическом виде. Системы
символьных вычислений несут в себе богатый арсенал различного рода воз-
можностей. Упрощение выражений, разложение на простые дроби, дифферен-
цирование, интегрирование – всё это лишь часть того, что может система [2].
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Эволюция систем привела к тому, что системы обрели возможность самостоя-
тельно доказывать теоремы. Этому поспособствовало применение логических
языков программирования в качестве основного. Одним из таких языков яв-
ляется Prolog.

Символьные вычисления были одним из начальных применений Проло-
га. Примерами таких программ являются программа символьного интегри-
рования [3, 5], программа доказательства теорем геометрии [4, 5]. Благода-
ря декларативной природе Prolog программисту требуется только изложить
необходимые правила работы с символьными выражениями практически в
своём естественном виде, а требуемый результат при помощи них получается
с использованием системы логического вывода, встроенной в Prolog. На рис. 1
представлена структура прототипа системы аналитических вычислений, раз-
рабатывающейся на языке Пролог с использованием также языка C++ в
качестве средства разработки пользовательского интерфейса. Используемый
компилятор Пролога даёт возможность через специальный API встраивать
Prolog-код в проекты, написанные на C++, Java и других.

Рис. 1. Пример простейшей системы аналитических вычислений

Покажем на примере функции diff (дифференцирование выражений)
и simplify (элементарное упрощение выражений) как работает система. Их
программный код:
diff(X,X,1) :- !.
diff(A,X,0) :- atomic(A), A\=X, !.
diff(A+B,X,DA+DB) :- diff(A,X,DA), diff(B,X,DB), !.
diff(A*B,X,A*DB+DA*B) :- diff(A,X,DA), diff(B,X,DB), !.
diff(sin(X),X,cos(X)) :- !.
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diff(sin(A),X,cos(A)*DA) :- diff(A,X,DA), !.
diff(sqrt(A),X,1/(2*sqrt(A))*DA) :- diff(A,X,DA), !.
diff(-A,X,(-1)*DA) :- diff(A,X,DA), !.
simp(Expr,0) :- (Expr=_*0, !; Expr=0*_, !; Expr=0/_, !;

Expr=sin(0), !; Expr=sqrt(0), !;
Expr=log(1), !; Expr=ln(1)), !.

simp(Expr,1) :- (Expr=A/A, !; Expr=_**0, !;
Expr=1**_, !; Expr=cos(0)), !.

simp(Expr,AS) :- (Expr=A+0, !; Expr=A-0, !; Expr=0+A, !;
Expr= -(-A), !; Expr=A*1, !; Expr=1*A, !; Expr=A/1, !;
Expr=A**1), simp(A,AS), !.

simp(0-A,AS) :- simp(-(A),AS), !.
simp(Expr,ExprS) :- Expr=..[_,A], number(A), ExprS is Expr, !.
simp(Expr,ExprS) :- Expr=..[_,A,B], number(A),

number(B), ExprS is Expr, !.
simp(Expr,ExprS) :- Expr=..[Op,A],
simp(A,AS), ExprS=..[Op,AS], !.
simp(Expr,ExprS) :- Expr=..[Op,A,B], simp(A,AS),
simp(B,BS), ExprS=..[Op,AS,BS], !.
simp(Expr,Expr).
simplify(Expr,ExprS) :- simp(Expr,ExprS1),

(ExprS1=Expr,ExprS=Expr,! ;
simplify(ExprS1,ExprS)), !.

Получив файл xpl и загрузив его в C++ среду, протестируем её работу на
нескольких примерах.

Рис. 2. Демонстрация работы программы (этап тестирования)

По виду приведённого фрагмента исходного Пролог-кода можно судить,
что математические правила на Прологе формулируются практически в своём
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естественном виде, без семантического разрыва между формулировкой задачи
и её программной реализацией. Это позволяет легко дополнять уже готовые
работающие программы новыми методами решения математических задач.
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Персистенные структуры данных (англ. persistent data structure)
– это структуры данных, которые при внесении в них каких-то изменений
сохраняют все свои предыдущие состояния и доступ к этим состояниям.

Уровни персистентности
Есть несколько уровней персистентности:
• частичная (англ. partial),
• полная (англ. full),
• конфлюэнтная (англ. confluent),
• фунциональная (англ. functional).
В частично персистентных структурах данных к каждой версии можно

делать запросы, но изменять можно только последнюю версию структуры
данных.
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В полностью персистентных структурах данных можно менять не толь-
ко последнюю, но и любую версию структур данных, также к любой версии
можно делать запросы.

Конфлюэнтные структуры данных позволяют объединять две структу-
ры данных в одну (деревья поиска, которые можно сливать).

Функциональные структуры данных полностью персистентны по опре-
делению, так как в них запрещаются уничтожающие присваивания, т.е.
любой переменной значение может быть присвоено только один раз и изме-
нять значения переменных нельзя. Если структура данных функциональна,
то она и конфлюэнтна, если конфлюэнтна, то и полностью персистентна,
если полностью персистентна, то и частично персистентна. Однако бывают
структуры данных не функциональные, но конфлюэнтные.

Способы преобразования структур данных в персистентные
Есть несколько способов сделать любую структуру персистентной:
• полное копирование (англ. full copy) когда при любой операции из-

менения полностью копируется структура данных и в получившуюся
новую копию вносятся изменения,

• копирование пути (англ. path copying),
• метод «толстых» узлов (англ. fat node).
Рассмотрим для начала частичную персистентность. История изменений

структуры данных линейна, в любой момент времени можно обратиться к
любой версии структуры данных, но поменять возможно только последнюю
версию. В нашем понимании структурой данных будет называться набор
узлов, в которых хранятся какие-то данные, и эти узлы связаны ссылками.

Метод копирования пути
Пусть есть сбалансированное дерево поиска. Все операции в нем делают-

ся за O(h), где h— высота дерева, а высота дерева O(log n), где n— количество
вершин. Пусть необходимо сделать какое-то обновление в этом сбалансиро-
ванном дереве, например, добавить очередной элемент, но при этом нужно
не потерять старое дерево. Возьмем узел, в который нужно добавить нового
ребенка. Вместо того чтобы добавлять нового ребенка, скопируем этот узел, к
копии добавим нового ребенка, также скопируем все узлы вплоть до корня, из
которых достижим первый скопированный узел вместе со всеми указателями.
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Все вершины, из которых измененный узел не достижим, мы не трогаем. Ко-
личество новых узлов всегда будет порядка логарифма. В результате имеем
доступ к обоим версиям дерева.

Так как рассматривается сбалансированное дерево поиска, то поднимая
вершину вверх при балансировке, нужно делать копии всех вершин, участву-
ющих во вращениях, у которых изменились ссылки на детей. Таких всегда не
более трех, поэтому ассимптотика O(log n) не пострадает. Когда балансировка
закончится, нужно дойти вверх до корня, делая копии вершин на пути.

Этот метод хорошо работает на стеке, двоичных (декартовых, красно-
черных) деревьях. Но в случае преобразования очереди в персистентную
операция добавления будет очень дорогой, так как элемент добавляется в
хвост очереди, который достижим из всех остальных элементов. Также не
выгодно применять этот метод и в случае, когда в структуре данных имеются
ссылки на родителя.

Метод «толстых» узлов
Пусть в структуре данных есть узел, в котором нужно сделать измене-

ния (например, на рисунке ниже в первой версии структуры данных в узле
X есть поле a = 3, а во второй версии это поле должно быть равно 4), но
при этом нужно сохранить доступ к старой версии узла X и не нужно эко-
номить время. В таком случае можно хранить обе версии узла X в большом
комбинированном узле.

Рис. 1

В примере выше в этом «толстом» узле будет храниться первая версия
V1, у которой a = 3 и вторая версия V2, у которой a = 4. Если далее последуют
еще какие-то изменения (например, поле b узла X станет равно 5) добавим в
толстый узел X еще одну версию – V3.

Пусть нужно сделать запрос ко второй версии структуры данных (на
рисунке выше это запрос X.a−?). Чтобы сделать этот запрос, нужно зайти в
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Рис. 2

узел X и найти в списке версий максимальную версию, которая меньше или
равна версии запроса (в примере на рисунке это версия 2), и в этой версии
узла найти значение поля a (в примере a = 4). Чтобы быстро найти нужную
версию в списке версий, хранящихся в «толстом» узле, нужно хранить их
в виде дерева. Тогда мы сможем за логарифм найти нужную версию и к
ней обратиться. Значит, все операции, которые будут производиться на этой
структуре данных, будут домножаться на логарифм от числа версий.

Структура толстого узла может быть и другой: к каждой вершине мож-
но хранить лог ее изменений, в который записывается версия, в которой про-
изошло изменение, а также само изменение. Такая структура толстого узла
рассмотрена ниже, в разделах об общих методах получения частично и пол-
ностью персистентных структур данных. Лог может быть организован по-
разному. Обычно делают отдельный лог для каждого поля вершины. Когда
что-то меняется в вершине, то в лог соответствующего поля записывается
это изменение и номер версии, с которой данное изменение произошло. Когда
нужно обратиться к старой версии, то двоичным поиском ищут в логе по-
следнее изменение до этой версии и находят нужное значение. Метод fat node
дает замедление log t, где t — число изменений структуры данных; памяти
требуется n+ t, где n — число вершин в структуре данных.
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Введение

Поиск текстовых блоков на изображении подразумевает нахождение об-
ластей, как правило прямоугольных, которые содержат текстовую информа-
цию. Данная задача актуальна, так как является одним из этапов оптического
распознавания символов [1], которое активно развивается в последние деся-
тилетия. Поэтому исследование и разработка алгоритма быстрого и точного
определения областей может найти широкое применение.

Чаще всего основными шагами, с точностью до порядка, распознавания
являются:

(1) Предобработка изображения;
(2) Поиск текстовых блоков;
(3) Последовательное выделение абзацев, строк, слов, символов;
(4) Выделения признаков классифицируемого символа;
(5) Распознавания символов;
(6) Постобработка результата.
Только после окончания последнего этапа можно будет говорить, нашёл

ли алгоритм какую-либо текстовую информацию и, соответственно, саму тек-
стовую область.

1. Алгоритм выделения границ

Одним из самых популярных алгоритмов выделения границ является
детектор границ Кэнни [2], разработанный Джоном Кэнни в 1986 году. Хотя
его работа была проведена на заре компьютерного зрения, детектор границ
Кэнни до сих пор является одним из лучших детекторов. Кроме особых част-
ных случаев трудно найти детектор, который бы работал существенно лучше,
чем детектор Кэнни.

Шаги алгоритма:
(1) Сглаживание. Размытие изображения для удаления шума;
(2) Поиск градиентов. Границы отмечаются там, где градиент изображе-

ния приобретает максимальное значение;
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(3) Подавление не-максимумов. Только локальные максимумы отмечают-
ся как границы;

(4) Двойная пороговая фильтрация. Потенциальные границы определя-
ются порогами;

(5) Трассировка области неоднозначности. Итоговые границы определя-
ются путём подавления всех краёв, несвязанных с определенными
(сильными) границами.

2. Алгоритм Maximally Stable Extremal Region (MSER)

На вход алгоритму MSER поступает полутоновое изображение. Далее,
по данному изображению создаётся последовательность изображений, кото-
рая получается следующим образом. Последовательно для каждого значения
от 0 до 255 изображение бинаризуется по порогу. Белые области в после-
довательности называются областями экстремума. Проанализировав данную
последовательность, можно обнаружить сколько уровней та или иная область
экстремума не изменялась. Таким образом, выбрав значение порога T , мож-
но выделить регионы, которые не изменялись в последовательности по край-
ней мере T раз. Такие регионы будут называться максимально устойчивыми
областями экстремума. Достоинства алгоритма MSER [3] в том, что он хо-
рошо подходит для поиска кандидатов в символы. Минусы алгоритма — он
находит достаточно много регионов, не содержащих символы, и достаточно
чувствителен к размытым изображениям, в которых алгоритм MSER может
рассматривать несколько символов как один регион.

3. Поиск областей-кандидатов

Для предобработки изображения используется библиотека OpenCV [4].
Библиотека также содержит реализацию вышеописанных алгоритмов. В дан-
ной работе выбор сделан на композицию различных подходов. Для определе-
ния областей, в которых находится текст, выполняются следующие шаги:

(1) Бинаризация [5];
(2) Поворот изображения;
(3) Применение морфологических операций [6];
(4) Поиск контуров и их анализ.
Для определения порога бинаризации используется метод Оцу [7], в ос-

нове которого лежит проверка гистограммы яркости на наличие двух пиков.
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Для поворота изображения используется преобразование Хафа [8] — ме-
тод для поиска линий, кругов и других простых форм на изображении. Пре-
образование Хафа основывается на представлении искомого объекта в ви-
де параметрического уравнения. Параметры этого уравнения представляют
фазовое пространство (пространство Хафа). Затем, берётся двоичное изобра-
жение, перебираются все точки границ и делается предположение, что точка
принадлежит линии искомого объекта — для каждой точки изображения рас-
считывается нужное уравнение и получаются необходимые параметры, кото-
рые сохраняются в пространстве Хафа.

Финальным шагом является обход пространства Хафа и выбор макси-
мальных значений, за которые «проголосовало» больше всего пикселей кар-
тинки, что и даёт нам параметры для уравнений искомого объекта.

Морфологические операции — размывание и растягивание, используют
фильтр (ядро), размеры которого рассчитываются из эвристических сообра-
жений.

Поиск контуров в OpenCV реализован на основе [9]. После этого шага
найденных областей может быть слишком много, что усложнит работу на по-
следующих шагах распознавания текста. Поэтому на основе эвристик контуры
фильтруются и остаются только наиболее информативные.

После проделанных шагов полученная информация используется для
дальнейшего распознавания, а именно: выделения слов, символов и их клас-
сификации.
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В работе рассматриваются методы обнаружения плагиата в исходном ко-
де программ. Суть плагиата заключается в неправомерном использовании чужого
исходного кода программы. Проблема в том, что обнаружить плагиат в этом слу-
чае, более трудная задача, нежели обнаружить плагиат в текстовом материале.
При сравнении исходных кодов программ необходимо анализировать суть исход-
ного кода, ведь перестановка строк и замена имен переменных в коде программы
приведут к значительным изменениям во внешнем виде кодов, но не приведут к
изменениям в структуре кода и функциональном устройстве программы.

Рассмотрим самые распространенные приёмы скрытия плагиата на сле-
дующих двух программах (Рис. 1, 2 ), вычисляющих биномиальные коэффи-
циенты:

Рис. 1. Код программы 1
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Рис. 2. Код программы 2

Чем отличается вторая программа от первой:
• Используется спецификатор класса public в первой программе, во вто-

рой - нет.
• Классы именуются по-разному. (Program против Solution).
• Методы классов именуются по-разному. Функция факториала в пер-

вом примере - Factorial, во втором - F. Тоже самое у Binomial и C.
• Во втором классе методы определены как приватные.
• Порядок методов по второй программе отличен от порядка в первой.
• Первая программа использует неявно типизированные локальные пе-

ременные (var), в то время как вторая - нет.
• Первая программа использует постинкремент для итерации цикла,

вторая - преинкремент.
• Различие в выводе в консоль. Вторая программа разбила вывод на 2

вызова Console.Write
• Переименованы локальные переменные
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• В первой программе используется result *= i, во второй - res = res*i
• Различие в форматировании и в использовании фигурных скобок.
Для этих и других различий не должна быть чувствительна система

проверки на плагиат.
Таким образом можно сформулировать основные требования к алгорит-

му сравнения:
• алгоритм должен распознавать хотя бы основные ключевые слова язы-

ка;
• переменные не должны считаться разными, если они отличаются толь-

ко именем;
• при обмене местами двух функций код не должен распознаваться, как

совершенно другой;
• аналогичный принцип применим для строк внутри функций: суще-

ствуют строки, перестановка которых не приводит к изменению функ-
циональности программы;

• при анализе все комментарии в коде должны игнорироваться, анало-
гично игнорируются пробельные символы и переводы строк;

• алгоритм должен быть расширяемый на другие языки программиро-
вания;

• иметь возможность сравнивать коды программ, написанных на разных
языках.
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В данной исследовательской работе анализируются проблемы формиро-
вания компетенций в области ИКТ студентов высшей школы. ИКТ - компе-
тенция является одной из ключевых компетентностей современного человека
проявляющаяся в уверенном владении информационными технологиями для
решения возникающих задач как в учебной так и в профессиональной деятель-
ности. Объектом исследования являются наиболее актуальные и доступные
современные методы формирования ИКТ- компетентности в образовательном
процессе.

Процессы модернизации, происходящие в российском обществе, охвати-
ли сегодня не только политическую, экономическую, но и социальную сфе-
ру, важным компонентом которой является система высшего образования.
Реализация стратегии модернизации отечественного образования во многом
обострила проблему недостаточной профессиональной компетентности выпус-
каемых вузами специалистов. В этой связи перед современной высшей шко-
лой стоит задача не просто сформировать у студентов знания, выработать
умения и навыки, но и способствовать развитию особых профессионально-
личностных качеств, позволяющих им самореализоваться в предстоящей про-
фессиональной деятельности, быть конкурентоспособными на рынке труда.
Современное общество, подвергшееся процессу информатизации, требует фор-
мирования новой модели системы образования. Новая модель должна основы-
ваться на применении современных информационно -комуникационных тех-
нологиях(ИКТ). Необходимость использования ИКТ в образовательном про-
цессе обусловлена следующими факторами:

• применение этих технологий обеспечивает преемственность накоплен-
ного опыта человечества как от поколения поколению, так и от чело-
века к человеку;

• современные ИКТ позволяют человеку быстрее адаптироваться в со-
временном мире и обществе, повышая уровень образования;

• эффективное введение ИКТ в образовательный процесс является фак-
тором развития современной высшей школы, отвечающей процессу
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реформирования традиционного образования и требованиям совре-
менного информационного общества. Умение современного человека
быстро ориентироваться в жизненной ситуации, способность быстро
решать профессиональные или производственные задачи определяют-
ся степенью подготовленности высококвалифицированного специали-
ста. Подготовленность такого специалиста непосредственно связана с
его уровнем владения информационными технологиями и технически-
ми средствами.

Информационные технологии можно рассматривать с четырёх сторон:
как предмет изучения, способ обучения и средство общения, инструмент авто-
матизации. Необходимость подготовки высококвалифицированного специали-
ста является уверенное владение информационными технологиями на уровне
информационной культуры, поиска информации, и её анализа, а также полу-
чение результата.

Так уровень компьютерной грамотности предполагает подготовку гра-
мотного специалиста, усвоившего воспроизведение, понимание и практическое
применение достаточного объема теоретических знаний. Начальный уровень
формируется во время обучения в школе, однако если вузовское образование
не способствует дальнейшему развитию, то выпускник, обладая лишь опы-
том практической компьютерной деятельности, оказывается не готов творче-
ски применять информационные технологии и не способен к решению нестан-
дартных профессиональных проблем. Задача высшей школы в данном случае
сводится к коррекции приобретенной ИКТ - компетентности и направления
ее в русло решения профессиональных задач.

Таким образом, информационная компетентность предполагает подго-
товку специалиста, характеризующегося осознанной мотивацией использова-
ния ИКТ в профессиональной деятельности, способного творчески действо-
вать в нестандартных профессиональных ситуациях. Развитие ИКТ - компе-
тентности в процессе обучения в вузе позволяет перейти к качественно новым
формам обучения.

Компетентность – это новая единица измерения образованности челове-
ка.

Понятие компетентности возникло из-за того, что уже невозможно из-
мерить качество образования, с помощью знаний, умений и навыков. Компе-
тентность как категорию можно оценить в реальной жизненной деятельности.

Под ИКТ - компетентностью подразумевается уверенное владение сту-
дентами цифровыми технологиями, сетями для получения информации, её
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анализа, интеграции и оценки для решения поставленных задач в учебной и
профессиональной деятельности.

Формирование ИКТ- компетентности в высшей школе должно опираться
на применение персональных компьютеров, прикладных программных ком-
плексов и мультимедийных технологий. Одним из наиболее доступных мето-
дов формирования ИКТ- компетентности является применение электронных
учебников. Преподаватели должны шире использовать свои разработки, ко-
торые должны находиться в свободном доступе для студентов.

Средства мультимедиа позволяют одновременно использовать каналы
восприятия студентов в процессе обучения, что способствует интеграции ин-
формации моделированию сложных процессов и явлений. Таким образом ре-
ализуется принцип наглядности в обучении.

В процессе анализа проблемы формирования ИКТ - компетентности бы-
ли выделены как положительные, так и отрицательные результаты примене-
ния современных средств ИКТ в образовательном процессе. К положитель-
ным результатам можно отнести индивидуализацию обучения. Но индивиду-
ализация значительно сокращает время живого диалогового общения меж-
ду участниками образовательного процесса заменяя его диалогом с компью-
тером. Наиболее очевидно это при дистанционной форме обучения, так как
студент большую часть времени поглощает информацию молча. Это может
привести к тому, что ранее активный студент в речевом плане, надолго за-
молкает теряя при этом возможность формулирования на профессиональном
языке. Слишком сильная индивидуализация обучения с помощью ТСО смо-
жет привести к снижению уровня развития творческого мышления, которое
в большей степени основано на диалоговом общении.

К негативным и крайне нежелательным последствиям применения
средств ИКТ в образовательном процессе может привести использование
информационных ресурсов размещенных в сети Интернет.

Исходя из вышеизложенного можно сделать вывод, что в процессе обу-
чения необходимо рационально использовать современные средства ИКТ в
комплексе с традиционной формой обучения.
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U - множество, которое в рамках рассматриваемой задачи считается
универсальным (признаковое пространство).

G ⊆ U – некоторое подмножество (выборка) точек пространства U .
P = { p1, p2, . . . , pn } : U → { 0, 1 } – множество элементарных

предикатов, определённых на множестве U .
K = 〈U, G, P 〉 – формальный контекст.

Пусть p ∈ P – предикат из множества P .
p+ = {u ∈ U |p (u ) = 1 } – область истинности предиката p.
p′ = G

⋂
p+ – подмножество точек выборки G, попавших в область

истинности предиката p.

Пусть A ⊆ P – подмножество элементарных предикатов из мно-
жества P . Это подмножество можно рассматривать как элементарную конъ-
юнкцию, а A+– как область истинности этой конъюнкции. С другой стороны,
подмножество A можно рассматривать как подмножество элементарных пре-
дикатов, определённых на множестве U , а множество A+ – как общую область
истинности элементарных предикатов подмножества A:

A+ =
⋂
a∈A a

+ – общая область истинности предикатов подмноже-
ства A.

A′ = G
⋂
A+ – подмножество точек выборки G, попавших в область

A+.

Пусть g ∈ G – точка из множества G.
g+ = { p ∈ P |p ( g ) = 1 } – обозначение множества элементарных

предикатов, области истинности которых содержат точку g.

Пусть B ⊆ G – подмножество точек из множества G.
B+ =

⋂
b∈B b

+ – подмножество элементарных предикатов, общих
для всех предикатных образов точек из подмножества B.
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На подмножествах множества P обычным образом определяется от-
ношение порядка ” ≤ ”, как отношение включения ” ⊆ ”:

Определение 1. Пусть A, B ⊆ P . A ≤ B ⇔ A ⊆ B.

Определение 2. Пусть A, B ⊆ P . Из предикатного подмножества A
логически следует предикатное подмножество B (обозначение A| = B), если
область истинности предиката A содержится в области истинности предиката
B [1]:

A| = B ⇔ A+ ⊆ B+.

Определение 3. Пусть A, B ⊆ P . Из предикатного подмножества A в
контексте K следует предикатное подмножество B (обозначение A|K=B), если
все точки выборки, попавшие в область истинности A+, содержатся в области
истинности B+:

A|K=B ⇔ A′ ⊆ B+.

Утверждение 1. Пусть A, B ⊆ P . Из предикатного подмножества
A в контексте K следует предикатное подмножество B, тогда и только то-
гда, когда все точки выборки, попавшие в область истинности A+, являются
подмножеством точек выборки, попавших в область истинности B+:

A|K=B ⇔ A′ ⊆ B′.

Утверждение 2. Если из предикатного подмножества A логически
следует предикатное подмножество B, то из A в контексте K следует B:

A| = B ⇒ A|K=B

Пусть A ⊆ P .

A′+ =
{
p ∈ P |A|K= p

}
– подмножество всех элементарных предика-

тов, следующих из предикатного подмножества A в контексте K.
1+” можно рассматривать как оператор, определённый на подмно-

жества множества предикатов P :
′+ : 2P → 2P .

Свойства оператора 1+”:

1) A ⊆ B ⇒ A′+ ⊆ B′+, (монотонность)
2) A ⊆ A′+, (экстенсивность)
3) (A′+ )′+ = A′+. (идемпотентность)
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В силу наличия свойств 1) – 3) оператор 1+” называется оператором
(контекстного) замыкания [2]. С учётом того, что оператор 1+” определяется
контекстом K, его удобно называть «оператором контекстного замыкания».

Если A′+ = A, то A – (контекстно) замкнутое подмножество элемен-
тарных предикатов.

Определение 4. Пусть A, B ⊆ P . Предикатное подмножество A рав-

носильно предикатному подмножеству B в контексте K (обозначение A
K∼=B),

если подмножество точек выборки A′, попавших в область истинности A+,
совпадает с подмножеством точек выборки B′, попавших в область истинно-
сти B+:

A
K∼=B ⇔ A′ = B′.

Утверждение 5. Пусть A, B ⊆ P . Предикатное подмножество A

равносильно предикатному подмножеству B тогда и только тогда, когда (кон-
текстные) замыкания этих подмножеств совпадают:

A
K∼=B ⇔ A′+ = B′+.

Отношение равносильности ”
K∼= ” является отношением эквивалент-

ности и, следовательно, разбивает множество 2P всех подмножеств элемен-
тарных предикатов на классы эквивалентности:

[A ]K =

{
B ⊆ P |B

K∼=A

}
.

Класс [A ]K , вместе с унаследованным отношением порядка ” ⊆ ”,
множество упорядоченное, в котором:

a) A′+ – максимальный элемент,
b) Минимальных элементов в классе [A ]K может быть больше од-

ного.
Минимальные элементы класса называются ключевыми элементами

класса.
Key ( K ) – обозначение множества всех ключевых предикатных под-

множеств формального контекста K.

Утверждение 6. Для любого предикатного подмножества A суще-
ствует ключевое подмножество K такое, что A ∈ [K, K ′+].



200

Определение 5. Пусть A,B ⊆ P . Импликация A → B содержится в
контексте K, если все точки выборки G находятся в области истинности этой
импликации.

Обозначение Imp ( K ) используется для обозначения всех имплика-
ций контекста K (всех импликаций, содержащихся в контексте K). С исполь-
зованием этого обозначения, определение 5 запишется в виде:

A→ B ∈ I mp (K)⇔ G ⊆ (A→ B)
+
. (0.1)

Очевидно, справедливы следующие утверждения:

A→ B ∈ I mp (K)⇔ G ⊆ A+
⋃
B+ (0.2)

⇔ G = A′
⋃
B′ (0.3)

⇔ A′ ⊆ B′ (0.4)

⇔ A|
K∼=B (0.5)

⇔ B ⊆ A′+ (0.6)

Утверждение 7. ∀A ⊆ P : A→ A′+ ∈ Imp ( K ).
Это утверждение следует из (0.6).

Утверждение 8. ∀K ∈ Key ( K ) : K → K ′+ ∈ Imp ( K ).

Импликация K → K ′+, где K – ключевое подмножество, называется
ключевой импликацией.

KeyImp ( K ) = {K → K ′+| K ∈ Key ( K ) } – обозначение для мно-
жества всех ключевых импликаций контекста K.

Утверждение 9. Если i ∈ Imp ( K ) и i| = A → B, то
A→ B ∈ Imp ( K ).

Доказательство.

Так какi ∈ Imp ( K ), G ⊆ i+. (0.7)
Так какi| = A→ B, i+ ⊆ (A→ B)+. (0.8)
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С учётом (0.7),(0.8) и транзитивности ” ⊆ ”, выполняется включе-
ние G ⊆ (A → B)+. Следовательно, в соответствии с определением 5,
A→ B ∈ Imp ( K ).

Следствие 1. Любая импликация, являющаяся логическим след-
ствием некоторой ключевой импликации, содержится в контексте K:

k ∈ KeyImp ( K ) и k| = A→ B ⇒ A→ B ∈ Imp ( K ).

Определение 6. Подмножество импликаций контекста K называется
полным относительно данного контекста, если каждая импликация, содер-
жащаяся в контексте K, является логическим следствием хотя бы одной (а
значит и всех) импликации данного подмножества.

Утверждение 10. Если импликация A → B содержится в контек-
сте K, то существует ключевая импликация, логическим следствием которой
является импликация A→ B.

Доказательство.
Подмножество A является элементом класса [A]K, а значит, суще-

ствует такое ключевое подмножество этого класса, что A ∈ [K, K ′+] (утвер-
ждение 6). Следствием этого является цепочка включений:

K ⊆ A⇒ A+ ⊆ K+ ⇒ K+ ⊆ A+. (0.9)

Так как A→ B ∈ Imp ( K ), то, в силу утверждения (0.6),

B ⊆ A′+. (0.10)

А с учётом того, что A′+ = K ′+, включение (16) примет вид

B ⊆ K ′+,

и, следовательно,
(K ′+)+ ⊆ B+, (0.11)

Так как A→ B ∈ Imp ( K ), то, с учётом (0.9), (0.11), получается

(K → K ′+)+ = K+
⋃

(K ′+)+ ⊆ A+
⋃
B+ = (A→ B)+.

Таким образом, (K → K ′+)+ ⊆ (A→ B)+ и, следовательно,

K → K ′+| = A→ B. (0.12)

Утверждение 11. Множество ключевых импликаций является пол-
ным в заданном контексте.
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Доказательство.
Данное утверждение следует из определения полноты подмножества

импликаций, утверждения 10 и следствия 2.
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Рассматриваются вопросы анализа и методы расчета временных парамет-
ров в задачах управления проектами на основе вероятностных сетевых моделей.
Изучены математические модели детерминированных и вероятностных сетей,
альтернативных и обобщенных сетей, в частности, их временные параметры, и
предложены практические методы определения длительностей работ.

В задачах моделирования процессов разработки сложных проектов и
дальнейшего управления ими используется современный математический и
алгоритмический аппарат, основанный на методах и моделях сетевого пла-
нирования и управления (СПУ). Под проектом будем понимать целенаправ-
ленное мероприятие по созданию нового уникального продукта или услуги
определенного качества, имеющее временные и ресурсные ограничения и ха-
рактеризующееся неповторимостью условий осуществления с привлечением
специалистов из разных областей. Это определение обозначает три главных
свойства проекта: по срокам, т. е. проект должен завершиться к конкретной
дате; по затратам, т. е. проект ограничен выделенными финансовыми и тру-
довыми ресурсами; по качеству, т. е. необходимо получить результаты опре-
деленного уровня качества.

Под управлением проектом понимается деятельность, направленная на
последовательное достижение ожидаемых результатов в условиях указанных
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трех ограничений. Она требует интегрального управления многими процес-
сами, их взаимодействием, поиска компромиссов. Управление проектами есть
комплексный процесс, который включает управление временем, стоимостью,
качеством, рисками, персоналом, коммуникациями, контрактами, изменени-
ями в ходе выполнения и другие аспекты. В дальнейшем рассматриваются
только вопросы управления временными параметрами проекта.

Сетевые модели являются основным организационным инструментом
управления проектами. Основу сетевой модели определяет список работ (про-
цессов) с указанием их продолжительности и предшествования и событий, со-
стоящих в завершении нескольких работ или некоторого этапа. В зависимости
от степени информированности о составляющих проекта различают следую-
щие типы сетевых моделей:

– детерминированная сетевая модель – это модель, в которой полностью
задана структура проекта и известны продолжительности всех работ;

– стохастическая (вероятностная) модель – это модель, для которой неиз-
вестны продолжительности работ и/или структура (топология) проекта;

– вероятностная модель с детерминированной структурой – это модель
с заданной структурой и вероятностной оценкой продолжительности работ
(известен закон распределения времени и его параметры);

– альтернативная сетевая модель – это модель, структура которой зара-
нее не задана и включает возможные варианты (альтернативы) достижения
цели проекта.

Математический аппарат, используемый в построении и анализе детер-
минированных сетевых моделей, основывается на методе критического пути,
Critical Path Method (CPM, 1956). Суть метода состоит в расчете временных
параметров работ и событий и определении критического пути, имеющего
наибольшую продолжительность во времени. Этот метод хорошо проработан
и имеет широкий круг приложений, однако, в силу ряда ограничений на струк-
туру модели и требования известной продолжительности работ, он не всегда
применим в реальных проектах. Поэтому развитием детерминированной мо-
дели стали обобщенные сетевые модели (ОСМ), предложенные в конце 60-х
годов в работах В. И. Воропаева [1, 2]. Эти модели позволяют отражать такие
взаимосвязи между работами проекта, как совмещенное выполнение, непре-
рывность работ, учитывать переменную интенсивность и ограничения типа
«не ранее» и типа «не позднее» на проект в целом, на отдельные работы и
даже на части работ.

Для анализа вероятностных моделей с детерминированной структурой
был предложен и опробован метод оценки и пересмотра программ – Program
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(Project) Evaluation and Review Technique (PERT,1958). Согласно этому ме-
тоду продолжительности работ рассматриваются как случайные величины,
распределенные по закону бета-распределения, оценки параметров которого
рассчитываются на основе трех (или двух) экспертных оценок наименьшей,
наибольшей и модальной оценок длительности каждой работы. Полученные
PERT-оценки математического ожидания и дисперсии длительности работ
позволяют определить p-квантильные оценки времени наступления событий,
длительности всего проекта (длины критического пути) и другие временные
параметры сети. Этот метод предлагает также средства оптимизации стоимо-
сти (PERT/COST), распределения и планирования ресурсов (RPSM, RAMPS)
и другие.

Альтернативные сетевые модели со стохастической топологией и необхо-
димостью принятия решения о выборе альтернатив в настоящее время пред-
ставляют большой интерес. Основные направления в описании и анализе та-
ких моделей связаны с введение специальных видов событий, на выходах
которых допускается реализация логических возможностей И/ИЛИ. Одно
из крупных направлений связано с разработками систем GERT (Graphical
Evaluation and Review Technique, Метод графической оценки и анализа,1966)
и VERT (Venture Evaluation and Review Technique, Метод оценки и анализа
рисков, 1981). Наиболее важным отличием этих систем является реализация
специализированных языков и алгоритмов анализа и расчета. Математиче-
ская модель альтернативной сети включает одну начальную, несколько ко-
нечных вершин, а также промежуточные вершины (события) четырех типов
[4] с оценкой осуществимости отдельных локальных стохастических вариантов
и вероятностей исходов. В исследовании альтернативных сетей применяется
принцип укрупнения сети и получения графа с вершинами особых состояний
– дерева исходов.

Все описанные ранее системы PERT, GERT и VERT не носят управляю-
щий характер. Необходимость включения управляющих воздействий привела
к созданию АСМ, имеющих в своем составе детерминированные точки ветвле-
ния и осуществляющих в этих точках принятие решений, т. е. корректировку
управления проектом на стадии оперативного управления. В монографии [4]
приведены ссылки на работы ее автора Д. И. Голенко-Гинзбурга, где впервые
были рассмотрены управляющие АСМ-модели CAAN (Controlled Alternative
Activity Network) и GAAN (Generalized Alternative Activity Network). Задачей
современной теории управления проектами является разработка качественно
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новых моделей и методов управления. Одним из подходов является разработ-
ка циклических альтернативных сетевых моделей [1, 2], которые при соответ-
ствующих ограничениях приводят к рассмотренным ранее типам моделей.

В магистерской работе, которая анонсируется в данной статье, приве-
ден детальный анализ различных подходов к методам анализа и управления
проектами с применением соответствующего математического аппарата, что
иллюстрируется рядом примеров. Помимо этого приводятся практические ре-
ализации модельных задач проектирования для детерминированного и веро-
ятностного случаев с использованием приложения MS Project.
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