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Из симметрии, относительно оси OX в точке ξ = 0, η = 0, получаем, что се-
мейство ρξη(y) сильно эквивалентно в некоторой окрестности точке (0, 0), уни-
версальной деформации F функции −y

4

4 (локальная геометрия сборки Уитни)
[2].

Огибающая семейства параллельных лучей, отраженных от окружности,
является нефроидой (эпициклоида специального вида). Задача восстановле-
ния особенностей для различных поверхностей требует применение теории
огибающей и теории катастроф [2,3].

Дальнейшее обобщение заключается в восстановлении поверхности отра-
жения. Например, для обобщенной задачи Герона. По координатам A и точек
B1, B2 находятся координаты точек C1, C2, лежащих на прямой y = ax + b.
А затем параметры прямой a, b находятся из системы двух алгебраических
уравнений. Восстанавливая локально искомую функцию, при наличии апри-
орной информации и достаточного числа косвенных измерений, приближенно
восстанавливается искомая функция на необходимом отрезке (множестве).

Идентификация особенностей, например в виде нефроиды, локально опре-
деляет отражающую поверхность в виде окружности (цилиндрической по-
верхности).

Более сложный класс задач возникает в случае неизвестного характера от-
ражающей поверхности и при косвенных измерениях с движущихся объектов
с помощью антенных устройств. Такого рода задачи представляют практиче-
ский интерес в задачах дистанционного зондирования поверхности.
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Пусть H —гильбертово пространство, B(H) — ∗-алгебра всех ограничен-
ных линейных операторов, действующих в H,M ⊆ B(H) — подалгебра фон
Неймана,M′ — коммутант, аM′′ — бикоммутантM. Центром алгебры фон
НейманаM называется множество Z(M) =M∩M′.

Для любой алгебры фон НейманаM имеет место вложение:

CH = {λI, λ ∈ C} ⊆ Z(M) ⊆M.

Если Z(M) =M, то алгебра фон НейманаM называется коммутативной.
В этом случае имеет место вложениеM⊆M′.

Если Z(M) = {λI, λ ∈ C}, то алгебра фон НейманаM называется факто-
ром.

Обозначим через P (M) = {P ∈ M : P 2 = P ∗ = P} множество всех орто-
проекторов алгебры фон НейманаM.

Для любого фактора M существует функция D : P (M) → [0,+∞), удо-
влетворяющая следующим свойствам:

1) D(P ) = 0, если P = 0; D(P ) > 0, если P 6= 0.
2) D(P ) =∞ тогда и только тогда, когда проектор P – бесконечен.
3) Если P ∼ Q, то D(P ) = D(Q).
4) Если P ⊥ Q, то D(P ⊕Q) = D(P ) +D(Q)

5) Если P ≺ Q и P – конечен, то D(P ) < D(Q).
Функция D(P ), удовлетворяющая условиям 1), 3), 4), называется отно-

сительной размерностью или размерностной функцией. Область изменения
размерностной функции, после соответствующей нормировки, есть одно из
следующих множеств:
(In) 4 = {1, 2, 3, . . . , n}
(I∞) 4 = {1, 2, 3, . . . }
(II1) 4 = [0, 1]

(II∞) 4 = [0,∞]

(III) 4 = {0,∞}

Говорят, что M — фактор типа (In), (I∞), (II1), (II∞) или (III), если
множество значений 4 размерностной функции DM имеет соответствую-
щий вид. Факторы типа (In), (I∞) называют дискретными. Факторы типа
(II1), (II∞) называют непрерывными. Факторы типа (In), (II1) называют ко-
нечными. Факторы типа (I∞), (II∞) называют бесконечными. Факторы типа
(III) называют вполне бесконечными.

ПустьM — фактор конечного типа, A — эрмитов оператор изM, P (λ)—
спектральная функция оператора A. Тогда P (λ) ∈M для любого λ и функция
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DM(P (λ)) является неубывающей функцией от λ. Если ‖A‖M < C, то P (λ) и
DM(P (λ)) постоянны вне интервала [−C,C]. Поэтому существует число

TM(A) =

+∞∫
−∞

λdDM(P (λ)) =

C∫
−C

λdDM(P (λ)),

которое называется относительным следом оператора A.
ЕслиM— фактор конечного типа, то существует одна и только одна функ-

ция T (A), определенная для всех эрмитовых операторов A изM и удовлетво-
ряющая следующим условиям:

1’) T (1) = 1;

2’) T (αA) = αT (A) для всех вещественных α;
3’) T (A+B) = T (A) + T (B), если A и B перестановочны;
4’) T (A) ≥ 0, если A — положительно определенный оператор;
5’) T (U−1AU) = T (A), если U — унитарный оператор изM.

Эта функция есть относительный след TM(A).

Утверждение 4. Если существует функция T (A), определенная для всех
эрмитовых операторов из фактораM, удовлетворяющая условиям 1′ − 4′ и
дополнительным условиям:

6′∗) T (AB) = T (BA), если A,B ∈M, AB и BA — эрмитовы операторы;
7′∗) P = 0, если T (P ) = 0 и P – оператор проектирования,

тоM — фактор конечного типа, а T (A) — относительный след вM.

Построение примеров Факторов всегда привлекало внимание специалистов
по алгебрам фон Неймана. Первые примеры были построены Дж.Мюрреем и
Дж. фон Нейманом. Более подробный обзор можно найти в статье Лодкина
А.А., Рубштейна Б.А. Мы рассматриваем пример фактора типа (II1), постро-
енного по дискретной группе преобразований.

Пример фактора типа (II1). Пусть G — счетная дискретная группа всех
преобразований S(x) = ax + b, a > 0 с рациональными коэффициентами a и
b, с единичным элементом E(x) = x, удовлетворяющая условию: если S 6= E,
то класс GS всех элементов вида S−1

2 SS2, S2 ∈ G, бесконечен. Ясно, что для

любого S ∈ G обратный элемент имеет вид S−1(x) =
1

a
x− b

a
.

Образуем гильбертово пространство H, элементами которого являются
векторы x = {xS , S ∈ G}, xS ∈ C, удовлетворяющие условию

∑
S∈G

| xS |2<∞,
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причем скалярное произведение двух векторов x = {xS , S ∈ G} и
y = {yS , S ∈ G} определяется формулой (x, y) =

∑
S∈G

xSyS .

Введем в пространстве H операторы US0 , VS0 , S0 ∈ G, полагая

US0
{xS , S ∈ G} = {xSS0

, S ∈ G},

VS0{xS , S ∈ G} = {xS−1
0 S , S ∈ G}.

Так как
US0VS0{xS} = US0{xS−1

0 S} = {xS−1
0 SS0

}
и

VS0US0{xS} = VS0{xSS0} = {xS−1
0 SS0

},
то операторы US0 и VS0 —коммутируют. Кроме того, US0 и VS0 — унитарные
операторы в H. Действительно,

US0
U∗S0
{xS} = US0

US−1
0
{xS} = US0

{xSS−1
0
} = {xSS−1

0 S0
} = {xS},

U∗S0
US0{xS} = US−1

0
US0{xS} = US−1

0
{xSS0} = {xSS0S

−1
0
} = {xS}.

Следовательно, US0U
∗
S0

= U∗S0
US0 = IH — тождественный оператор в H.

Аналогично,

VS0
V ∗S0
{xS} = VS0

VS−1
0
{xS} = VS0

{xS0S} = {xS−1
0 S0S

} = {xS},

V ∗S0
VS0{xS} = VS−1

0
VS0{xS} = VS−1

0
{xS−1

0 S} = {xS0S
−1
0 S} = {xS}.

Следовательно, VS0V
∗
S0

= V ∗S0
VS0 = IH.

Пусть M1 — ∗-алгебра всех ограниченных линейных операторов A, пере-
становочных со всеми операторами VS0

, аM2 — ∗-алгебра всех ограниченных
линейных операторов B, перестановочных со всеми операторами US0

. Так как
US0 и VS0 коммутируют, то

US0
∈M1, VS0

∈M2 для любого S0 ∈ G. (1)

Всякий ограниченный оператор A в H можно представить в виде ограничен-
ной числовой матрицы ‖ AS,S1 ‖S,S1∈G. Если A ∈ M1, то условие перестано-
вочности с операторами VS0

дает AS0S,S0S1
= AS,S1

. Полагая S0 = S−1, полу-
чим: AS,S1

= AE,S−1S1
. Обозначим AS2

= AE,S2
. Тогда AE,S−1S1

= AS−1S1
.

Итак, матрица оператора A ∈ M1 должна иметь вид ‖ AS−1S1
‖S,S1∈G.

Аналогично, матрица оператора B ∈M2 должна иметь вид ‖ BSS−1
1
‖S,S1∈G.

Теорема 1. ∗-АлгебрыM1 иM2 являются факторами.
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Доказательство. Докажем, что M′1 = M2 и M′2 = M1. Для этого заме-
тим, что каждая матрица A =‖ AS−1S1

‖ перестановочна с каждой матрицей
B =‖ BSS−1

1
‖. Действительно,

AB =

∥∥∥∥∥∑
S2

AS−1S2
BS2S

−1
1

∥∥∥∥∥ , BA =

∥∥∥∥∥∑
S2

BSS−1
2
AS−1

2 S1

∥∥∥∥∥ .
Полагая в первой сумме S2 = SS′−1

2 S1, получаем:∑
S2

AS−1S2
BS2S

−1
1

=
∑
S′2

AS−1SS′−1
2 S1

BSS′−1
2 S1S

−1
1

=
∑
S′2

AS′−1
2 S1

BSS′−1
2
,

следовательно, AB = BA. Отсюда

M2 ⊂M′1,M1 ⊂M′2. (2)

С другой стороны, из соотношений (1) вытекает, что

M1 = {R(VS0
: S0 ∈ G)}′ ⊃M′2, M2 = {R(US0

: S0 ∈ G)}′ ⊃M′1, (3)

где R(VS0
: S0 ∈ G) — минимальная алгебра фон Неймана, содержащая

(VS0
: S0 ∈ G), а R(US0

: S0 ∈ G) — минимальная алгебра фон Неймана,
содержащая (US0 : S0 ∈ G).

Сравнивая соотношения (3) и (2), видим, что

M1 =M′2 = R(US0
: S0 ∈ G), M2 =M′1 = R(VS0

: S0 ∈ G).

Найдем пересечениеM1 ∩M2. Если оператор A принадлежит этому пересе-
чению, то его матрица ‖ AS,S1

‖ должна удовлетворять обоим условиям

AS0S,S0S1 = ASS0,S1S0 = AS,S1 .

Из первого условия, как было показано выше, следует, что AS,S1
= AS−1S1

.
Из второго условия получим:

AS,S1
= ASS0,S1S0

= AS−1
0 S−1S1S0

,

т.е. AS−1
0 S−1S1S0

= AS−1S1
. Следовательно, функция AS постоянна на каж-

дом классе GS0 . С другой стороны, в силу ограниченности матрицы ‖AS,S1‖,
должно выполняться неравенство∑

S2∈G

|AS2
|2 =

∑
S2∈G

|AE,S2
|2 <∞. (4)

Так как, согласно условию, класс GS0 бесконечен при S0 6= E, то выполне-
ние условия (4) возможно только в том случае, когда постоянное значение



85

функции AS на каждом классе GS0 равно нулю. Таким образом, AS2 = 0 при
S2 6= E. Следовательно, AS,S1

= δS,S1
AE , где

δS,S1
=

{
1, S = S1,

0, S 6= S1.

Это означает, что M1 ∩ M2 = M1 ∩ M′1 = M′2 ∩M2, т.е. что M1,M2 —
факторы. �

Теорема 2. M1,M2 — факторы класса (II1).

Доказательство. Рассмотрим, например, фактор M1. Каждому оператору
A из M1 с матрицей ‖AS−1S1

‖ поставим в соответствие число T (A) = AE и
докажем, что полученная таким образом функция T (A) удовлетворяет усло-
виям утверждения 4. Во-первых, очевидно, что T (1) = 1, T (αA) = αT (A),
T (A+B) = T (A)+T (B), так что условия 1’, 2’, 3’ относительного следа выпол-
нены. Далее, если A — положительно определенный эрмитов оператор изM1,
то A = B∗B, где B ∈M1. Пусть оператору A соответствует матрица ‖AS−1S1

‖,
а оператору B — матрица ‖BS−1S1

‖. Тогда AS−1S1
=
∑
S2

BS−1
2 SBS−1

2 S1
, следо-

вательно, при S = S1 = E

T (A) = AE =
∑
S2

‖ B−1
S2
‖2≥ 0,

причем знак равенства возможен только тогда, когда BS2
≡ 0, т.е. когда

A = 0. Условия 4’ и 7’* тем самым проверены. Аналогично можно доказать,
что T (AB) = T (BA) для любых A,B ∈M1.

Таким образом, функция T (A) удовлетворяет всем условиям утверждения
4. Следовательно,M1 — фактор конечного класса. С другой стороны, случай
(In) здесь невозможен, так какM1 содержит бесконечное множество линейно
независимых элементов US0

. Следовательно,M1 — фактор класса (II1).
Аналогично доказывается, чтоM2 — фактор класса (II1). �
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