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Уравнения типа свертки и сводящиеся к ним (или к краевым задачам тео-
рии аналитических функций) задачи для уравнений в частных производных,
задачи для разностных уравнений имеют широкие приложения [1,2]. Ю.И.
Черский указывает на важность различных обобщений такого класса задач
[2]. В данной работе рассматривается пример разностно-краевой задачи ти-
па Карлемана. Результаты являются продолжением исследований начатых в
работах [2-4] и получены совместно с В.А. Лукьяненко.

Пусть требуется найти функцию uk(x, y) по условиям

∆uk(x, y) = 0, x ∈ R, k − 1 ≤ y ≤ k, (1)

uk(x, k)− uk(x, k − 1) = mk(x), x ∈ R,
∂
∂yuk+1(x, k) = e−x[uk(x, k − 1)− gk(x)].

(2)

Применим преобразование Фурье по переменной x [1]:

Uk(ξ, y) = Fuk(x, y).

Из (0.2) следует

Uk(ξ, k)− Uk(ξ, k − 1) = Mk(ξ), ξ ∈ R,
∂
∂yUk+1(ξ, k) = Φk(ξ + i),

Uk(ξ, k − 1)−Gk(ξ) = Φk(ξ).

(3)

Применяя преобразование Фурье к уравнению Лапласа (0.1) получим

(−iξ)2Uk(ξ, y) +
∂2

∂y2
Uk(ξ, y) = 0.
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Характеристическое уравнение имеет вид

λ2 − ξ2 = 0.

Откуда следует, что общее решение запишется в виде

Uk(ξ, y) = Ak(ξ)e−ξy +Bk(ξ)eξy

или
Uk(ξ, y) = Ak(ξ)shξ(y − k) +Bk(ξ)chξ(y − k), k − 1 < y < k.

Из (3) следует

Uk(ξ, k) = Ak(ξ)shξ(k − k) +Bk(ξ)chξ(k − k) = Bk(ξ),
∂
∂yUk(ξ, y) = Ak(ξ)ξchξ(y − k) +Bk(ξ)ξshξ(y − k),

Uk(ξ, k)− Uk(ξ, k − 1) = Bk(ξ)− [−Ak(ξ)shξ +Bk(ξ)chξ] = Mk(ξ).

(4)

Uk(ξ, k − 1)−Gk(ξ) = −Ak(ξ)shξ +Bk(ξ)chξ −Gk(ξ) = Φk(ξ),
∂
∂yUk+1(ξ, k) = Ak+1(ξ)ξchξ +Bk+1(ξ)ξshξ = Φk(ξ + 1).

(5)

Из системы
Ak(ξ)shξ +Bk(ξ)[1− chξ] = Mk(ξ),

−Ak(ξ)shξ +Bk(ξ)chξ = Gk(ξ) + Φk(ξ),
находим

Ak(ξ) =
chξMk(ξ)− [1− chξ][Gk(ξ) + Φk(ξ)]

shξ
,

Bk(ξ) =
shξ[Gk(ξ) + Φk(ξ)] + shξMk(ξ)

shξ
,

ξchξ

shξ
(chξMk+1(ξ)− [1− chξ][Gk+1(ξ) + Φk+1(ξ)])+

+
ξshξ

shξ
(shξ[Gk+1(ξ) + Φk+1(ξ)] + shξMk+1(ξ)) = Φk(ξ + i),

Φk(ξ + i) = ξ

[
chξ

shξ
+ 1

]
Φk+1(ξ) + ξ

[
chξ

shξ
chξ +

shξ

shξ
shξ

]
Mk+1(ξ)+

+ξ

[
shξ

shξ
shξ +

chξ

shξ
[1− chξ]

]
Gk+1(ξ).

Окончательно получаем разностно-краевую задачу

Φk(ξ + i) = ξ

[
chξ

shξ
+ 1

]
Φk+1(ξ) + G̃k+1(ξ), (6)

где

G̃k+1(ξ) = ξ
ch2ξ + sh2ξ

shξ
Mk+1(ξ) + ξ

sh2ξ − ch2ξ + chξ

shξ
Gk+1(ξ) =
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=
ξ

shξ
[ch2ξMk+1(ξ) + (chξ − 1)Gk+1(ξ)]

или
Φk(ξ + i) = A(ξ)Φk+1(ξ) +Gk+1(ξ). (7)

Решение разностно-краевой залачи типа Карлемана (7) получено методом
факторизации. Разрешимость задачи зависит от индекса коэффициента A(ξ).
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Задачи восстановления имеют различную природу. В задаче восстановле-
ния изображения предполагается наличие некоторой модели косвенных изме-
рений в виде интегральных уравнений типа свертки. В этом случае под восста-
новлением понимается нахождение решения уравнения при наличии априор-
ной информации, заданного уровня погрешности оператора и правой части. В
более широком смысле необходимо восстановить модель (идентификация мо-
дели) и решение. Такого типа задачи некорректны и для их приближенного
решения разрабатываются регуляризирующие алгоритмы [1].

Актуальными являются и более простые задачи, в которых восстанавли-
ваются некоторые характерные точки искомой функции (точки экстремума,
участки монотонности и т.п.); экстремальные задачи восстановления парамет-
ров и др.

В работе рассматриваются примеры таких задач из оптики: восстановление
точек отражения, огибающих или особенностей (каустика); теории катастроф


