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В последние десятилетия активно развивается теория абстрактных локаль-
но выпуклых (и, в частности, нормированных) конусов. Имеется множество
примеров, которые указывают на важность теории выпуклых конусов для
самых разных разделов анализа. Так, к примеру, недавно И. В. Орловым бы-
ло предложено понятие выпуклого банахова конуса и на его базе построено
субдифференциальное исчисление отображений векторного аргумента с при-
ложениями в вариационном исчислении [1].

Однако многие объекты в анализе нельзя адекватно описать в терминах
выпуклых конусов. Например, если рассматривать набор необязательно вы-
пуклых подмножеств линейного пространства со стандартными операциями
сложения по Минковскому и умножения на скаляр, то эти действия не будут
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удовлетворять привычному набору свойств. В частности, не будет выполнять-
ся второй дистрибутивный закон, а также закон сокращения.

Ввиду этого в работе Ф.С. Стонякина [2] рассмотрены так называемые
сублинейные конусы, которые теряют второй дистрибутивный закон, а так-
же закон сокращения. Однако полное отсутствие второго дистрибутивного
закона и закона сокращения лишает сублинейные конусы существенного на-
бора свойств, и поэтому возникает вопрос адекватной замены этого закона.
В этой связи в [2] рассмотрено ослабление вышеупомянутого дистрибутивно-
го закона — выпуклый дистрибутивный закон (CDL): [x] = [y] ⇐⇒ x = y

([x] — выпуклая оболочка элемента x ∈ X), а также аналогичный аффинный
дистрибутивный закон (ADL), связанный с понятием аффинной оболочки
элемента x ∈ X :

(x) =

{
y ∈ X

∣∣∣∣ y +

m∑
k=1

αkx =

n∑
k=1

βkx, αk > 0, βk > 0,

n∑
k=1

βk −
m∑
k=1

αk = 1

}
.

Эти два закона приводят к новым алгебраическим структурам — выпук-
лому сублинейному конусу и аффинному сублинейному конусу. Если помимо
этого ещё ввести норму в таких конусах с естественным условием её инва-
риантности на аффинной (выпуклой) оболочке всякого элемента x ∈ X, то
можно говорить о выпуклом сублинейном нормированном конусе (ВСНК) или
аффинном сублинейном нормированном конусе (АСНК).

Развивая эту идеологию, мы вводим так называемые выпуклый и аффин-
ный частичные дистрибутивные законы, что приводит к соответствующим
классам сублинейных нормированных конусов (СНК).

Definition 1. Будем говорить, что СНК Х обладает аффинным частичным
дистрибутивным законом (X ∈ (APDL)), если существует подмножество
X̂ ⊂ X и операция ⊕ на X̂ такие, что:

(i) ∀x ∈ X существует и притом единственный x̂ ∈ X̂ : x ∈ (x̂),
причём ‖x‖ = ‖x̂‖;

(ii) ∀x̂, ŷ ∈ X̂, ∀x, y ∈ X: если x ∈ (x̂) и y ∈ (ŷ), то x+ y ∈ (x̂⊕ ŷ);
(iii) X̂ образует АСНК (ВСНК) относительно операции ⊕ и стандарт-

ного умножения на скаляр, причём X̂ обладает вторым дистрибу-
тивным законом и законом сокращения.

Аналогично рассматривается выпуклый частичный дистрибутивный закон
(CPDL). Для рассматриваемых классов СНК с выпуклым или аффинным
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частичным дистрибутивным законом мы вводим понятие ограниченного ло-
кально линейного функционала и на его базе строим аналоги понятия сопря-
жённого пространства в таких СНК.

Definition 2.
(i) Будем называть функционал ϕ : X → R ограниченным, если для неко-

торого C > 0 |ϕ(x)| 6 C · ‖x‖ ∀x ∈ X;
(ii) Ограниченный функционал ϕ : X → R будем называть локально

непрерывным, если lim
n→∞

ϕ(xn) = ϕ(x) при lim
n→∞

xn = x, xn, x ∈ (y)

для некоторого y ∈ X̂;
(iii) Функционал ϕ : X → R будем называть частично линей-

ным, если он положительно однороден и верно равенство
ϕ(a⊕ b) = ϕ(a) + ϕ(b) ∀a, b ∈ X̂.

Definition 3. Набор частично линейных локально непрерывных функциона-
лов ϕ будем называть сопряженным конусом к X и обозначать X∗.

В СНК с выпуклым частичным дистрибутивным законом доказан аналог
теоремы Хана-Банаха о продолжении линейного ограниченного функционала.
Отметим, что в невыпуклых конусах существенно условие «выпуклой инвари-
антности» функционала p ∈ IC(X): p([x]) одноточечно ∀x ∈ X. Легко видеть,
что свойство p ∈ IC(X) для p(x) = ‖x‖ верно во всяком выпуклом конусе, а
также в конусе ограниченных подмножеств нормированного пространства со
стандартной супремум-нормой. Подконусом Y ⊂ X будем называть Y , если
∀x, y ∈ Y : x = y + z верно z ∈ Y .

Theorem 1. Пусть X — СНК c (CPDL), на X задан выпуклый функционал
p : X → R, p ∈ IC(X), Y — подконус X и ϕ : Y → R — частично линейный
функционал такой, что |ϕ(y)| 6 p(y) ∀y ∈ Y . Тогда существует частич-
но линейный функционал L : X → R такой, что |L(x)| 6 p(x) ∀x ∈ X и
L(y) = ϕ(y) ∀y ∈ Y .

Следующий результат о разделении точек локально непрерывными частич-
но линейными функционалами верен уже в случае обоих аналогов второго
дистрибутивного закона.

Theorem 2. Если X — СНК с (APDL) или (CPDL) то для любых x 6= y

существует ϕ ∈ X∗: ϕ(x) 6= ϕ(y).

На базе предыдущих результатов в классе СНК с рассмотренными ана-
логами второго дистрибутивного закона введен аналог понятия компактно-
го субдифференциала (или K-субдифференциала) [1], построены примеры и
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доказаны основные свойства K-субдифференциалов. Сформулируем понятие
K-субдифференцируемости в важном для экстремальных задач случае функ-
ционалов f : X → R, X — СНК с (APDL) или (CPDL).

Definition 4. Назовем K–субдифференциалом отображения f : X → R по
направлению h ∈ X в точке x0 ∈ X множество

∂Kf(x0, h) :=
⋂
δ>0

∂Kf(x0, h, δ), где (1)

∂Kf(x0, h, δ) = co

{
f(x0 + λh)− f(x0)

λ

∣∣∣∣ 0 < λ < δ

}
,

если ∂Kf(x0, h) — компакт в R, а также ∀ε > 0 ∃ δε > 0: 0 < δ < δε
∂Kf(x0, h, δ) ⊂ ∂Kf(x0, h) + [−ε; ε].

Доказана простая формула для вычисления ∂Kf(x, h).

Theorem 3. Функционал f : X → R K-субдифференцируем в точке x по
направлению h тогда и только тогда, когда существуют конечные верхняя
и нижняя производные f по направлению h в этой точке: ∂f(x, h) и ∂f(x, h).

При этом ∂Kf(x, h) =
[
∂f(x, h); ∂f(x, h)

]
.

Definition 5. Пусть X — сублинейный конус и X ∈ (APDL) (или
X ∈ (CPDL)), Y — индуктивно упорядоченный сублинейный конус и
Y ∈ (APDL) (или Y ∈ (CPDL)). Оператор A : X → Y назовем частично
сублинейным, если: AX̂ ⊂ Ŷ , A(h1 ⊕ h2) � Ah1 ⊕Ah2, A(λh) = λ ·Ah ∀λ > 0.

Через RK будем обозначать набор выпуклых компактов на вещественной
прямой R с частичным порядком x � y ⇐⇒ x ⊂ y ∀x, y ∈ RK .

Definition 6. Будем говорить, что f K-субдифференцируем по Фреше в точ-
ке x0, если f K–субдифференцируем в этой точке по любому направлению
h ∈ X и K-субдифференциал по направлению ∂Kf(x0, h) частично сублинеен
по h, а также оператор ∂Kf(x0)h : X → RK (∂Kf(x0)h = ∂Kf(x0, h)) огра-
ничен и топологическое стягивание в (1) равномерно по всем направлениям
h: 0 < ‖h‖ ≤ 1.

Дифференцируемость f мы понимаем как одноточечность ∂Kf(x0). На
дифференцируемые и K-субдифференцируемые функционалы f переносят-
ся стандартные арифметические свойства, а также необходимое условие экс-
тремума 0 ∈ ∂Kf(x0). С использованием построенной теории рассмотрены
примеры экстремальных задач.
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Уравнения типа свертки и сводящиеся к ним (или к краевым задачам тео-
рии аналитических функций) задачи для уравнений в частных производных,
задачи для разностных уравнений имеют широкие приложения [1,2]. Ю.И.
Черский указывает на важность различных обобщений такого класса задач
[2]. В данной работе рассматривается пример разностно-краевой задачи ти-
па Карлемана. Результаты являются продолжением исследований начатых в
работах [2-4] и получены совместно с В.А. Лукьяненко.

Пусть требуется найти функцию uk(x, y) по условиям

∆uk(x, y) = 0, x ∈ R, k − 1 ≤ y ≤ k, (1)

uk(x, k)− uk(x, k − 1) = mk(x), x ∈ R,
∂
∂yuk+1(x, k) = e−x[uk(x, k − 1)− gk(x)].

(2)

Применим преобразование Фурье по переменной x [1]:

Uk(ξ, y) = Fuk(x, y).

Из (0.2) следует

Uk(ξ, k)− Uk(ξ, k − 1) = Mk(ξ), ξ ∈ R,
∂
∂yUk+1(ξ, k) = Φk(ξ + i),

Uk(ξ, k − 1)−Gk(ξ) = Φk(ξ).

(3)

Применяя преобразование Фурье к уравнению Лапласа (0.1) получим

(−iξ)2Uk(ξ, y) +
∂2

∂y2
Uk(ξ, y) = 0.


