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В работе рассматриваются идеальные пространства измеримых операторов,
присоединенных к конечной алгебре фон Неймана.

ПустьM – конечная алгебра фон Неймана, U(M) – множество всех уни-
тарных операторов из M, S(M) – ∗-алгебра измеримых операторов, присо-
единенных к M, P(M) – множество ортопроекторов, τ – точный нормаль-
ный конечный след на M такой, что τ(1) = 1. Алгебраические операции в
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S(M) представляют собой сильное произведение и сильную сумму операто-
ров: T +̇S = T + S и T · S = TS.

Линейное подпространство E в S(M) называется идеальным, если выпол-
нены следующие условия:

1). Если T ∈ E, то T ∗ ∈ E;
2). Если T ∈ E, S ∈ S(M) и |S| ≤ |T |, то S ∈ E.
Обозначим через Eh = S(M)h ∩ E эрмитову часть E, а через

E+ = S(M)+ ∩E – конус положительных эрмитов.
В следующем предложении приведены свойства идеального подпростран-

ства, которые получаются непосредственно из определения.

Предложение 1. 1). T ∈ E тогда и только тогда, когда |T | ∈ E;
2). T ∈ E тогда и только тогда, когда ReT ∈ Eh, ImT ∈ Eh;
3). Если T ∈ E и U ∈ U(M), то UT ∈ E;
4).ME =MEM = E;
5). T ∈ Eh тогда и только тогда, когда T+ ∈ E+ и T− ∈ E+, где

T+ =
1

2
(|T |+ T ) и T− =

1

2
(|T | − T );

6). Если P ∈ E ∩ P(M), Q ∈ P(M) и Q � P , то Q ∈ E.

Для каждого оператора T ∈ S(M) через l(T ), r(T ) и z(T ) обозначается
соответствующие левый, правый и центральные носители T . Если T = T ∗, то
l(T ) = r(T ) = z(T ) = s(T ).

Пусть E идеальное подпространство в S(M). Рассмотрим семь проекторов
изM, которые определяются следующим образом:

Rl(E) = sup{l(T ) : T ∈ E}, RP(E) = sup{P : P ∈ E ∩ P(M)};

Rr(E) = sup{r(T ) : T ∈ E}, Rz(P )(E) = sup{z(P ) : P ∈ E ∩ P(M)};

R(E) = sup{s(T ) : T ∈ E+}, Rz(E) = sup{z(T ) : T ∈ E};

RZP (E) = sup{P : P ∈ E ∩ P(M) ∩ Z(M)}.
Легко видеть, что

Rl(E) = Rr(E) = R(E), RP(E) ≤ R(E) ≤ Rz(E)

и

RZP (E) ≤ RP(E) ≤ Rz(P )(E) ≤ Rz(E)
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Теорема 1. Если E – идеальное подпространство в S(M), то

Rl(E) = Rr(E) = R(E) = RP(E) = Rz(P )(E) = Rz(E) = RZP (E).

Доказательство. Центральный носитель оператора T ∈ S(M) представим в
виде

z(T ) = sup{z(P ) : P ∈ P(M), существует ε > 0, что εP ≤ |T |}.

Поэтому z(T ) ≤ Rz(P )(E) для любого T ∈ E, откуда Rz(E) ≤ Rz(P )(E). Так
как, с другой стороны Rz(P )(E) ≤ Rz(E), то Rz(E) = Rz(P )(E).

Покажем теперь, что для каждого ненулевого проектора P ∈ E существу-
ет проектор Q, такой что 0 < Q ≤ P и z(Q) ∈ E. Действительно, пусть
Mz : M → Z(M) условное математическое ожидание алгебры фон Нейма-
на M на ее центр Z(M). Так как 0 < P ≤ 1, то 0 < Mz(P ) ≤ 1 и потому
существует ненулевой проектор Z0 ∈ Z(M) и натуральное число k такие, что

1

k + 1
Z0 < Z0M

z(P ) ≤ 1

k
Z0.

Положим Q = Z0P . Ясно, что Z0 ≤ z(P ) и поэтому z(Q) = Z0z(P ) = Z0.
Кроме того, Mz(Q) = Mz(Z0P ) = Z0M

z(P ) откуда
1

k + 1
Z0 < Mz(Q) ≤ 1

k
Z0.

Рассмотрим проектор Z0 −Q.

Mz(Z0 −Q) = Mz(Z0)−Mz(Q) = Z0 −Mz(Q) ≥ k − 1

k
Z0.

Поэтому существует проектор Q2 ≤ Z0 − Q такой, что Mz(Q2) = Mz(Q),
и поэтому Q2 ∼ Q.

Рассуждая аналогично, получим k попарно ортогональных, эквивалент-
ных друг другу проектора Q1, Q2, Q3, . . . , Qk (мы полагаем Q1 = Q)такие, что

G =
k∑
i=1

Qi ≤ Z0. Тогда

Mz(Z0 −G) = Z0 −
k∑
i=1

Mz(Qk) < Z0 −
k

k + 1
Z0 =

1

k + 1
Z0 < Mz(Q)

и потому Z0 − G ≺ Q. Так как P ∈ E и Q ≤ P , то Q ∈ E и следовательно,
в силу предложения 1. (vi), Qi ∈ E, i = 1, 2, ..., k и G ∈ E, Z0 − G ∈ E и,
наконец, Z0 = z(Q) ∈ E.
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Для каждого ненулевого проектора P ∈ E рассмотрим множество

A(P ) = {Q ∈ P (M), Q ≤ P, z(Q) ∈ E}

Из доказанного выше следует, что A(P ) 6= {0}. Покажем, что

z(P ) = sup{z(Q), Q ∈ A(P )}.

Действительно, пусть H такой проектор, что H ≤ z(P ) и Hz(Q) = 0 для каж-
дого Q ∈ A(P ). Тогда z(H) ≤ z(P ) и z(H)z(Q) = z(Hz(Q)) = 0. Допустим, что
H1 = z(H)P > 0. Тогда существует такой проектор H2 такой, что 0 < H2 ≤ H1

И z(H2) ∈ E. Но тогда H2 ∈ A(H1) ⊂ A(P ) и значит z(H)z(H2) = 0. В то же
время z(H2) ≤ z(H1) ≤ z(H). Следовательно, z(H2) = 0 и поэтому H2 = 0.
Таким образом z(H)P = 0, откуда z(z(H)P ) = z(H)z(P ) = z(H) = 0 и H = 0.
Поэтому, z(P ) = sup{z(Q), Q ∈ A(P )}.

Так как для каждого Q ∈ A(P ), z(Q) ∈ E, то z(Q) ≤ RZP (E), откуда
z(P ) ≤ RZP (E) и Rz(P )(E) ≤ RZP (E).

Следовательно, Rz(P )(E) = RP(E) = RZP (E) = Rz(E) = R(E). Теорема
доказана. �

Проектор R(E) называется носителем идеального подпространства E.
Идеальное подпространство E в S(M) называется фундаментальным, ес-

ли проектор R(E) = 1.
Отметим, что как и коммутативном случае фундаментальное идеальное

подпространство E в S(M) вообще говоря не содержитM, т.е. R(E) = 1 6∈ E.
В то же время, еслиM – фактор, то как следует из теоремы 1.1, любое нену-
левое идеальное подпространство E в S(M) является фундаментальным и
содержитM.

Для фундаментальных идеальных подпространств в S(M) имеет место
следующее предложение.

Предложение 2. Если E фундаментальное идеальное подпространство в
S(M), то

1). существует подпоследовательность попарно ортогональных цен-

тральных проекторов Pn ∈ E (n = 1, 2, ..., ) таких, что
∞∑
n=1

Pn = 1;

2). для каждого оператора T ∈ S(M)+ существует последовательность
{Tn}∞n=1 операторов из E, что 0 ≤ Tn ↑ T .

Доказательство. 1). Первое утверждение следует из определения фундамен-
тальности и равенства

R(E) = RZP (E) = sup{P : P ∈ E ∩ Z(M) ∩ P(M)} = 1.
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2). Пусть T ∈ S(M)+ и {Pn}∞n=1 последовательность центральных проек-
торов из E такая, что {Pn} ↑ 1. Существует последовательность{T ′n}∞n= опера-
торов изM+ такая, что T ′n ↑ T . Ясно, что PkT ′n ↑ T ′n при k →∞. Кроме того,
для каждого n существует число ln такое, что T ′n ≤ ln · 1, откуда PkT ′n ≤ lnPk
и следовательно, PkT ′n ∈ E для всех k и n.

Рассмотрим Tn = PnT
′
n. Ясно, что последовательность {Tn} возрастает и

Tn ≤ T . Поэтому существует T ′ = supTn ≤ T . Для любого фиксированного m
PmTn ↑ PmT ′ и PmTn = Pm(PnT

′
n) = (PmPn)T ′n ↑ PmT . Поэтому для любого

m PmT
′ = PmT , откуда T = T ′. �
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Эта тема актуальна тем, что во много высших и других учебных заведени-
ях все чаще обращаются к такому виду проверки знаний. В настоящее время
заметна тенденция к переходу от традиционной формы контроля знаний, на-
пример, экзаменов, контрольных работ, к тестированию. В связи с информа-
ционной насыщенностью учебного процесса тестовая форма контроля знаний
значительно экономит и позволяет корректировать учебное время.

Тесты и тестовое методики стали использоваться в психологии, социоло-
гии, педагогике в конце прошлого века. Впервые термин тест был введен
Ф. Гальтоном, а широкое распространение получил после публикации статьи


