
16

Список литературы

[1] Жук В.И. Волны Толлмина-Шлихтинга и солитоны. – М.: Наука, 2001. – 167 с.
[2] Benjamin T.B. Lectures on Nonlinear Wave Motion // Lecture Notes in Applied

Mathematics. – №15, 1974. – P. 3-47.
[3] Ono H. Algebraic solitary waves in stratified fluids // J. Phys. Soc. Japan. – №39 (4), 1975.

– P.1082-1091.
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.39.1082

[4] Josepf R.I. Solitary waves in a finetedepth fluid // J. Phys. A. – Vol.10. – №12, 1977. –
P.L225-L227.

Решение задач на условный экстремум методом
введения вспомогательного параметра

Домбровская Альбина Геннадьевна
Крымский федеральный университет имени В.И. Вернадского

Таврическая академия
факультет математики и информатики

кафедра математического анализа (группа 603)

e-mail: albinna_dombrovskaya@mail.ru

Известно, что имеются классические методы решения задач на условный
экстремум такие как: метод исключения части переменных, метод множите-
лей Лагранжа [1]. В данной работе представлен элементарный метод решения
задач на условный экстремум двух переменных — метод введения вспомога-
тельного параметра. Суть метода состоит в том, что если ввести параметр
вместо условия на экстремум, тогда решение задачи сводится к нахождению
экстремального значению параметра при котором система имеет решение.

Пусть требуется найти экстремумы функции двух переменных{
f(x; y)→ extr,

g(x; y) = 0;
(1)

или {
f(x; y) = 0,

g(x; y)→ extr.
(2)

Рассмотрим некоторые типы задач на условный экстремум в зависимости
от того, что представляют собой функции f(x; y) и g(x; y).

1. Окружность–прямая. В этом случае f(x; y) = (x − x0)2 + (y − y0)2

— окружность, g(x; y) = ax + by + c — прямая. Тогда задача на условный
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экстремум может быть записана в виде{
(x− x0)2 + (y − y0)2 → extr,

ax+ by + c = 0;
(3)

или {
(x− x0)2 + (y − y0)2 = R2,

ax+ by + c→ extr.
(4)

2. Гипербола–прямая. В этом случае f(x; y) = (x− x0)(y − y0) — гипер-
бола, g(x; y) = ax + by + c — прямая. Задача на условный экстремум может
иметь вид {

(x− x0)(y − y0)→ extr,

ax+ by + c = 0;
(5)

или {
(x− x0)(y − y0) = d,

ax+ by + c→ extr.
(6)

3. Парабола–прямая. Где f(x; y) = a(x − x0)2 + y0 — парабола,
g(x; y) = ax+ by + c — прямая. Задача на условный экстремум иметь вид{

a(x− x0)2 + y0 → extr,

ax+ by + c = 0;
(7)

или {
y = a(x− x0)2 + y0,

ax+ by + c→ extr.
(8)

Ведем вспомогательный параметр p. Тогда условие этой задачи можно пе-
реформулировать. Найти максимальное и минимальное значение параметра
p, при котором имеет решение система (9) (или система (10)).{

f(x; y) = p,

g(x; y) = 0;
(9)

или {
f(x; y) = 0,

g(x; y) = p.
(10)

Существует по меньшей мере три элементарных способа решения каждой
из задач — графический, через дискриминант и переход к параметрическим
координатам.
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Рассмотрим некоторые примеры решения задач нахождения экстремума
методом введения вспомогательного параметра. Решая систему (9) ( или си-
стему (10)) методом подстановки, получим квадратное уравнение относитель-
но параметра p, где дискриминант D ≥ 0 — условие существования решения.

Пример 1. Найти условный экстремум функции f(x; y) = x2 + y2, если
x+ y − 2 = 0.

Решение. Введем вспомогательный параметр p. Следовательно, будем ис-
кать максимальное и минимальное значение параметра p, при котором имеет
решение система (11) {

x2 + y2 = p,

x+ y − 2 = 0.
(11)

Решая систему (5) методом подстановки, получим

x2 − 4x+ (4− p) = 0.

Дискриминант D = 16−8(4−p) ≥ 0, тогда p ≥ 2. Следовательно, pmin = 2, т.е.
наименьший радиус окружности R =

√
2, при котором имеется общая точка

с прямой x+ y − 2 = 0.

Ответ. fmin = 2, fmax — не существует.

Пример 2. Найти условный экстремум функции f(x; y) = 2x + 3y, если
x2 + y2 = 4.

Решение. Аналогично, введем вспомогательный параметр p. Будем ис-
кать максимальное и минимальное значение параметра p, при котором имеет
решение система (12) {

2x+ 3y = p,

x2 + y2 = 4.
(12)

Решая систему (7) методом подстановки, получим

13x2 − 4px+ (p2 − 36) = 0.

Дискриминант D = 16p2 − 52(p2 − 36) ≥ 0, тогда имеем p2 ≤ 52, т.е.
−2
√

13 ≤ p ≤ 2
√

13. Следовательно, pmin = −2
√

13, pmax = 2
√

13.
Ответ. fmin = −2

√
13, fmax = 2

√
13

Пример 3. Найти экстремум функции f(x; y) = (y−2)x, если y−2x−3 = 0.
Решение. Введем вспомогательный параметр p. Значение параметра p,

при котором имеет решение система (13) — экстремум функции f(x; y).{
(y − 2)x = p,

y − 2x− 3 = 0.
(13)
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Решая систему (13), получим

2x2 + x− p = 0.

Дискриминант D = 1 + 8p ≥ 0, тогда p ≥ −0, 125. Следовательно,
pmin = −0, 125.

Ответ. fmin = −0, 125, fmax — не существует.

Пример 4. Найти экстремум функции f(x; y) = 2y + x − 4, если
y = 1− (x+ 3)2.

Решение. Введем вспомогательный параметр p. Значение парамет-
ра p, при котором имеет решение система (14) — экстремум функции
f(x; y) = 2y + x− 4. {

2y + x− 4 = p,

y = 1− (x+ 3)2.
(14)

Выразим y в первом уравнении системы (14) и подставим во второе уравнение,
получим

2x2 + 11x+ (22 + p) = 0.

Дискриминант D = 121 − 8(22 + p) ≥ 0, отсюда p ≤ 6, 875. Следовательно,
pmax = 6, 875.

Ответ. fmax = 18, 25, fmin — не существует.

Замечание. В задачах на условный экстремум с прямой
ax + by + c = 0 можно брать общее уравнение кривой второго порядка
ax2 + by2 + cxy + dx + ey = 0. Каждая такая задача сводится к квадратному
уравнению, если решать через дискриминант.
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