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В монографии В.И. Жука [1] для исследования гидродинамической устой-
чивости используется нелинейная асимптотическая теория взаимодействия
пограничного слоя с внешним потоком, которая базируется на решении
уравнений Бюргерса, Бенджамина-Оно (БО), Кордевега-де Вризи, интегро-
дифференциальных уравнениях.

Нелинейное эволюционное уравнение

ut + uux = H{uxx}, H{u} =
1

π

∫ ∞
−∞

udξ

ξ − x
, (1)

где H – оператор Коши-Гильберта, предложено Бенджамином [2] и позже
Оно [3] для описания внутренних волн в стратифицированной жидкости. Бо-
лее общим является интегро-дифференциальное уравнение [4] для длинных
гравитационных волн в стратифицированной конечной глубины и содержит
уравнение Бенджамина-Оно в приближении глубокой воды, а в приближении
мелкой воды переходит в уравнение Кордевега-де Вриза [4].

Уравнение Бенджамина-Оно также связано с исследованием процессов
распространения возмущений в пограничном слое [1]. Возмущения, при опре-
деленных амплитудах и длинах волн, в пограничном слое подчиняются урав-
нениям Бюргерса

ut + uux − uxx = 0 (2)
и Бенджамина-Оно в условиях сверх- и дозвукового обтекания соответствен-
но.

Неоднородное уравнение Бенджамина-Оно

ut + uux = H{uxx} − ϕ(x, t) (3)

связано с эволюцией возмущений в дозвуковом пограничном слое, неоднород-
ный член ϕ(x, t) соответствует наличию короткой неровности на обтекаемой
твердой поверхности [1]:

ϕ(x, t) =
1

π

∫ ∞
−∞

gξξdξ

ξ − x
,

y = g(x, t) – подвижный контур (обтекаемая поверхность).
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В качестве примеров неоднородности используют углубление на поверхно-
сти с формой

g =

{
−H(t)cos2

(
πx
2b

)
, |x| < b,

0, |x| > b,

H(t) =


0, t < 0,

g0t, 0 < t < 1,

g0, t > 1,

ϕ = H{gxx}, t > 0.

Для тестовых примеров используется точное решение однородного урав-
нения Бенджамина-Оно

u = −a
[
1 +

a2

16

(
x+

a

4
t
)2
]−1

, a > 0.

Стационарное решение u(x, t) = f(x) для уравнения (0.2)-(3) удовлетворяет
уравнениям

ff ′ − f ′′ = 0, ff ′ −H{f ′′} = 0.

Для уравнения Бюргерса (0.2)

u = −c0
{

1 + th
[c0

2
(x− x0)

]}
.

Периодическая задача Коши для уравнения типа БО

ut = uux +Hperuxx, 0 ≤ t ≤ T, x ∈ T,

u(x, 0) = u0(x), T = R/2LZ,
где u0 – 2L периодическая функция, а

Hperx =
1

2L

∫ L

−L
ctg
(πy

2L

)
u(x− y)dy.

уравнения типа БО для внутренних волн стратифицированной жидкости име-
ет вид [4]:

ut − cuux + Tuxx = 0,

T f(x) =

∫ ∞
−∞

{
cth

π(y − x)

2d
− sign(y − x)

}
f(y)

2d
dy

и переходит в пределе в уравнение Кордевега-де Вриза.
Линеаризованное уравнение БО (0.1) сведено к уравнению Шредингера,

с помощью интегральных преобразований получены решения приведенных
уравнений с добавленным интегральным оператором типа свертки. В общем
случае задачи для уравнений типа БО сведены к нелинейным интегральным
уравнениям удобным для численного решения.
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Известно, что имеются классические методы решения задач на условный
экстремум такие как: метод исключения части переменных, метод множите-
лей Лагранжа [1]. В данной работе представлен элементарный метод решения
задач на условный экстремум двух переменных — метод введения вспомога-
тельного параметра. Суть метода состоит в том, что если ввести параметр
вместо условия на экстремум, тогда решение задачи сводится к нахождению
экстремального значению параметра при котором система имеет решение.

Пусть требуется найти экстремумы функции двух переменных{
f(x; y)→ extr,

g(x; y) = 0;
(1)

или {
f(x; y) = 0,

g(x; y)→ extr.
(2)

Рассмотрим некоторые типы задач на условный экстремум в зависимости
от того, что представляют собой функции f(x; y) и g(x; y).

1. Окружность–прямая. В этом случае f(x; y) = (x − x0)2 + (y − y0)2

— окружность, g(x; y) = ax + by + c — прямая. Тогда задача на условный


