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Пусть A – инволютивная алгебра над полем комплексных чисел и a ∈ A —
нормальный элемент, т.е. a∗a = aa∗. Алгебра является фуглидовой. или F –
алгеброй, если из условия, что x ∈ A коммутирует с нормальным элементом
a ∈ A, следует, что он коммутирует и с его сопряженным a∗:

xa = ax, aa∗ = a∗a⇒ xa∗ = a∗x.

(F ) – алгебрами являются: алгебра B(H) всех ограниченных линейных
операторов в гильбертовом пространстве H, и значит, все её ∗-подалгебры;
C∗-алгебры; любая коммутативная ∗-алгебра.

Инволютивная алгебра (A, ∗) называется "условно фуглидовой" или (CF )-
алгеброй, если из условия, что нормальный элемент x ∈ A коммутирует с нор-
мальным элементом a ∈ A, следует, что он коммутирует и с его сопряженным
a∗:

xa = ax, xx∗ = x∗x, aa∗ = a∗a⇒ xa∗ = a∗x.

В (CF )-алгебрах всякое коммутативное семейство нормальных операторов со-
держится в максимальной коммутативной ∗-алгебре.

Пусть H — гильбертово пространство. Обозначим через N (H) совокуп-
ность всех троек ξ = (A, x, y), где x, y ∈ H, A ∈ B(H). В N (H) вводятся
алгебраические операции и инволюция:

1). Сложение: (A1, x1, y1) + (A2, x2, y2) = (A1 +A2, x1 + x2, y1 + y2),x1 0 0

0 A1 0

0 0 y1

+

x2 0 0

0 A2 0

0 0 y2

 =

x1 + x2 0 0

0 A1 +A2 0

0 0 y1 + y2

 .

2). Умножение на скаляр: λ(A, x, y) = (λA, λx, λy),

λ

x 0 0

0 A 0

0 0 y

 =

λx 0 0

0 λA1 0

0 0 λy1
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3). Умножение: (A1, x1, y1) ◦ (A2, x2, y2) = (A1A2, A
∗
2x1, A1y2),x1 0 0

0 A1 0

0 0 y1

 ◦
x2 0 0

0 A2 0

0 0 y2

 =

A∗2x1 0 0

0 A1A2 0

0 0 A1y2

 ;

4). Инволюция: (A, x, y)? = (A∗, y, x),x 0 0

0 A 0

0 0 y

?

=

y 0 0

0 A∗ 0

0 0 x

 .

Утверждение 1. N (H) — ассоциативная ∗-алгебра.

Доказательство. Покажем ассоциативность умножения:(
(A1, x1, y1)◦(A2, x2, y2)

)
◦(A3, x3, y3) = (A1, x1, y1)◦

(
(A2, x2, y2)◦(A3, x3, y3)

)
.

Так как x1 0 0

0 A1 0

0 0 y1

 ◦
x2 0 0

0 A2 0

0 0 y2

 =

A∗2x1 0 0

0 A1A2 0

0 0 A1y2


иA∗2x1 0 0

0 A1A2 0

0 0 A1y2

 ◦
x3 0 0

0 A3 0

0 0 y3

 =

A∗3A∗2x1 0 0

0 A1A2A3 0

0 0 A1A2y3

 ,

то
(

(A1, x1, y1) ◦ (A2, x2, y2)
)
◦(A3, x3, y3) = (A1A2A3, A

∗
3A
∗
2x1, A1A2y3).

С другой стороны,x2 0 0

0 A2 0

0 0 y2

 ◦
x3 0 0

0 A3 0

0 0 y3

 =

A∗3x2 0 0

0 A2A3 0

0 0 A2y3


иx1 0 0

0 A1 0

0 0 y1

 ◦
A∗3x2 0 0

0 A2A3 0

0 0 A2y3

 =

A∗3A∗2x1 0 0

0 A1A2A3 0

0 0 A1A2y3

 ,

т.е. (A1, x1, y1) ◦
(

(A2, x2, y2) ◦ (A3, x3, y3)
)

= (A1A2A3, A
∗
3A
∗
2x1, A1A2y3).

Следовательно умножение в алгебре N (H) — операция ассоциативная. �

Утверждение 2. N (H) — ∗-алгебра.
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Доказательство. Покажем, что в алгебре выполнены свойства инволюции.
Так какx 0 0

0 A 0

0 0 y

∗∗ =

y 0 0

0 A∗ 0

0 0 x

∗ =

x 0 0

0 (A∗)∗ 0

0 0 y

 =

x 0 0

0 A 0

0 0 y

 ,

то ((A, x, y)∗)∗ = (A, x, y).
Далее,x1 0 0

0 A1 0

0 0 y1

+

x2 0 0

0 A2 0

0 0 y2

∗ =

x1 + x2 0 0

0 A1 +A2 0

0 0 y1 + y2

∗ =

=

y1 + y2 0 0

0 (A1 +A2)∗ 0

0 0 x1 + y2

 =

y1 + y2 0 0

0 A∗1 +A∗2 0

0 0 x1 + y2

 =

=

y1 0 0

0 A∗1 0

0 0 x1

+

y2 0 0

0 A∗2 0

0 0 x2

 =

x1 0 0

0 A1 0

0 0 y1

∗ +

x2 0 0

0 A2 0

0 0 y2

∗ ,
т.е.

(
(A1, x1, y1) + (A2, x2, y2)

)∗
= (A2, x2, y2)∗ + (A1, x1, y1)∗.

Кроме того,x1 0 0

0 A1 0

0 0 y1

 ◦
x2 0 0

0 A2 0

0 0 y2

∗ =

A∗2x1 0 0

0 A1A2 0

0 0 A1y2

∗ =

=

A1y2 0 0

0 A∗2A
∗
1 0

0 0 A∗2x1

 ;

x2 0 0

0 A2 0

0 0 y2

∗ ◦
x1 0 0

0 A1 0

0 0 y1

∗ =

y2 0 0

0 A∗2 0

0 0 x2

 ◦
y1 0 0

0 A∗1 0

0 0 x1

 =

A1y2 0 0

0 A∗2A
∗
1 0

0 0 A∗2x1

 .

Поэтому
(
(A1, x1, y1) ◦ (A2, x2, y2)

)∗
= (A2, x2, y2)∗ ◦ (A1, x1, y1)∗.
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Наконец,λ
x 0 0

0 A 0

0 0 y

∗ =

λx 0 0

0 λA 0

0 0 λy

∗ =

λy 0 0

0 λA∗ 0

0 0 λx

 =

= λ

y 0 0

0 A∗ 0

0 0 x

 = λ

x 0 0

0 A 0

0 0 y

∗ .
Следовательно, (λ(A, x, y))∗ = λ(A, x, y)∗. Таким образом, N (H) – алгебра с
инволюцией. �

Утверждение 3. N (H) — банахова ∗ - алгебра относительно нормы

‖(A, x, y)‖ = ‖A‖B(H) + ‖x‖H + ‖y‖H .

Доказательство. Легко видеть, что (N (H), ‖ · ‖) — нормированное про-
странство. Пусть {(An, xn, yn)} — фундаментальная последовательность в
(N (H), ‖ · ‖). Тогда для любого ε > 0 существует номер n0 такой, что для
любых n,m ≥ n0 выполнено неравенство

‖(An, xn, yn)− (Am, xm, ym)‖ < ε.

Тогда ‖An−Am‖B(H) + ‖xn−xm‖H + ‖yn− ym‖<ε. Следовательно, последова-
тельность {An} фундаментальна в B(H), а последовательности {xn} и {yn} —
фундаментальны в H. Так как B(H) — банахова алгебра, а H — гильбертово
пространство (а потому банахово), то все три последовательности сходятся:

An → A0 ∈ B(H), xn → x0 ∈ H, yn → y0.

Поэтому (An, xn, yn)→ (A0, x0, y0) ∈ N (H), т.е. (N (H), ‖ · ‖) — банахово про-
странство. �

Замкнутые ∗ - подалгебры алгебры (N (H), ‖ · ‖) называются алгебрами
Наймарка.

Теорема 1. Всякая алгебра Наймарка условно фуглидова.
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При построении симметричных пространств измеримых функций суще-
ственную роль играют убывающие перестановки. Аналогичную роль в неком-
мутативном случае играют убывающие перестановки измеримых операторов.
Впервые определение убывающей перестановки измеримых операторов бы-
ло дано В.И.Овчинниковым [3], позднее — несколько иначе, М.Г.Сонисом [2].
Цель данной работы рассмотреть оба определения убывающих перестановок
измеримых операторов, присоединенных к алгебре фон Неймана, с мерой Си-
гала на проекторах, и провести их сравнение.
∗-Алгебры S(M) измеримых операторов, присоединенных к алгебре фон

Неймана впервые появились в работе Е.Сигала(1953). Пусть H — гильберто-
во пространство, B(H)– ∗- алгебра всех ограниченных линейных операторов,
действующих в H и M - ∗-подалгебра в B(H). Через M′ обозначается ком-
мутантM⊆ B(H), а черезM′′ - бикоммутант.
∗-Подалгебра M ⊆ B(H) называется алгеброй фон Неймана, если

M =M′′.
Пусть M ⊆ B(H) — полуконечная алгебра фон Неймана, τ — точный

нормальный полуконечный след на M и S(M) — ∗-алгебра всех измеримых
относительноM линейных операторов. Оператор T ∈ S(M) c областью опре-
деления D(T ) называется τ -измеримым, если для любого ε > 0 существует
такой проектор P ∈ P(M), что P (H) ⊆ D(T ) и τ(P⊥) ≤ ε

Обозначим множество всех τ -измеримых относительно M операторов че-
рез S(M, τ). Ясно, чтоM⊆ S(M, τ) ⊆ S(M).

Функцией распределения оператора T из S(M, τ) называется функция
n(T )(t), определяемая равенством:

n(T )(t) = τ(E(t,∞)(|T |)), t ≥ 0,

где E(t,∞)(|T |) спектральный проектор оператора |T |, соответствующий ин-
тервалу (t,∞).


